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Resumo
A dinaˆmica do emaranhamento de sistemas bipartites ideais e´ analisada atrave´s
da entropia linear reduzida e func¸o˜es de quase-probabilidade no regime semicla´ssico.
Os modelos abordados sa˜o o oscilador qua´rtico bidimensional e o maser de Dicke. O
primeiro esta´ relacionado com a propagac¸a˜o de dois modos de campo num meio Kerr
e o segundo descreve a interac¸a˜o de um modo do campo eletromagne´tico com uma
colec¸a˜o de N a´tomos de dois n´ıveis na˜o interagentes entre si. No primeiro modelo,
ale´m da interac¸a˜o na˜o linear, biquadra´tica, consideramos a interac¸a˜o bilinear dipolo-
dipolo na aproximac¸a˜o de onda girante. Encontramos as condic¸o˜es nas quais o
emaranhamento entre os dois modos e´ revers´ıvel, onde o instante no qual o estado se
torna separa´vel depende do tipo de estado inicial escolhido. Quando o estado inicial
dos osciladores e´ um produto de estados de Fock, ou um produto de estados de Fock
e um estado coerente, o responsa´vel pelo emaranhamento e´ a interac¸a˜o bilinear.
Entretanto, se o estado inicial e´ um produto de estados coerentes, a interac¸a˜o na˜o
linear e´ a principal responsa´vel pela na˜o separabilidade dos subsistemas. No limite
de h¯→ 0, a perda de pureza dos subsistemas torna-se praticamente irrevers´ıvel e a
dinaˆmica da entropia linear reduzida e da func¸a˜o de Husimi nos permitem mostrar
que existem dois regimes temporais: antes e depois do in´ıcio das auto-interfereˆncias.
Mostramos que o tempo que separa os dois regimes se comporta de forma similar
ao tempo de Ehrenfest ja´ que tem a mesma dependeˆncia na constante de Planck.
No modelo de Dicke, analisamos a evoluc¸a˜o temporal da func¸a˜o de Wigner
atoˆmica no limite de muitos a´tomos para estados iniciais onde os dois subsistemas
sa˜o preparados em estados coerentes e aprofundamos no conhecimento da dinaˆmica
da perda de pureza baseados nas informac¸o˜es da dinaˆmica cla´ssica. Os nossos resul-
tados, ine´ditos, da func¸a˜o de Wigner atoˆmica indicam que existe uma relac¸a˜o clara
entre a localizac¸a˜o e deslocalizac¸a˜o do estado atoˆmico em cada uma das varia´veis
angulares da esfera de Bloch, nos mı´nimos e ma´ximos sucessivos da entropia linear
reduzida.
Abstract
Entanglement dynamics of two ideal bipartites systems is analyzed using reduced
linear entropy and quasiprobability distribution functions in the semiclassical re-
gime. Two models are studied: the quartic bidimensional oscillator and the Dicke’s
Maser model. The first one describes the propagation of two monochromatic field
modes in a Kerr medium, and the second describes the interaction of one mode of
electromagnetic field with a collection of N non-interacting two-levels atoms. In
the first model, besides the nonlinear interaction, we have considered the bilinear
dipole-dipole interaction in the Rotating Wave Approximation. We have found the
conditions at which the entanglement is reversible, and that recoherence times de-
pend on the type of the chosen initial state. When a direct product of Fock states
or a product of a coherent state and a Fock state are considered as initial states,
bilinear interaction is the responsible for the entanglement. Whereas, if the initial
state is a product of coherent states, the nonlinear interaction is the one responsible
for the non-separability of the subsystems. In the limit of h¯→ 0, the loss of purity
of the subsystems becomes practically irreversible. The behavior of reduced linear
entropy and the Q-function allow us to show that there exist two regimens in time:
before and after the beginning of the self-interferences. We have show that the time
that separates the two regimes has the same dependence in the Planck’s constant
as the Ehrenfest time.
In the Dicke’s maser model, we have analyzed the temporal evolution of atomic
Wigner function in the limit of many atoms for initial states where the two sub-
systems are prepared in coherent states. This allowed us to deepen our knowledge
about the dynamics of the loss of purity based on the phase space classical dynamics.
Our results about the dynamics of atomic Wigner function indicates that there is a
clear relation between localization and delocalization of the atomic state, in terms
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Introduc¸a˜o
Processos envolvendo informac¸a˜o quaˆntica, tais como computac¸a˜o, criptografia e te-
letransporte, representam novas a´reas nas quais exploram-se os fenoˆmenos intr´ınsecos
a` Mecaˆnica Quaˆntica [1]. Nesses contextos, superposic¸o˜es de estados e emaranha-
mento sa˜o usados na criac¸a˜o de novos algoritmos computacionais [2]. Na procura da
realizac¸a˜o do computador quaˆntico, sistemas f´ısicos variados teˆm sido considerados
como candidatos: armadilhas de ions [3, 4], eletrodinaˆmica quaˆntica de cavidades [5],
pontos quaˆnticos [6] e Condensados de Bose-Einstein [7], entre outros. Independen-
temente do sistema de interesse, um dos objetivos da pesquisa ba´sica nestas areas
esta´ relacionada com o estudo da dinaˆmica do emaranhamento. Isto e´, dada uma
certa condic¸a˜o inicial separa´vel, como podemos criar estados emaranhados, quanti-
ficar o grau de emaranhamento e determinar condic¸o˜es em que o sistema volta a ser
separa´vel, ou seja, os subsistemas sa˜o puros novamente.
Por outro lado, cem anos apo´s o surgimento da teoria quaˆntica, a correspondeˆncia
entre esta descric¸a˜o e a mecaˆnica cla´ssica e´ ainda um assunto na˜o fechado, gerando
discusso˜es sobre questo˜es fundamentais. Particularmente fenoˆmenos como a perda
de pureza e coereˆncia [8, 9] no limite cla´ssico sa˜o questo˜es bastante debatidas na li-
teratura. Motivados no trabalho de Zurek e Paz [10], voltado para a ana´lise do efeito
do caos no processo de decoereˆncia, foi proposto por Furuya, Nemes e Pellegrino [11],
e continuado no trabalho de Angelo et al. [12, 13], o estudo dos efeitos do caos no
processo de emaranhamento de um sistema fechado, bipartite, onde um modo de
campo eletromagne´tico e N a´tomos de dois n´ıveis interagem no regime semicla´ssico.
Nestes trabalhos, a dinaˆmica do ana´logo cla´ssico do sistema foi usada como guia
para mostrar como a taxa de emaranhamento apresenta sensibilidade a`s condic¸o˜es
iniciais.
Uma outra ferramenta usada neste tipo de estudo sa˜o as func¸o˜es de quase-
1
2 INTRODUC¸A˜O
probabilidade, definidas a partir do operador densidade do sistema. Elas teˆm sido de
grande utilidade na ana´lise da conexa˜o entre quaˆntica-cla´ssica pois permitem a repre-
sentac¸a˜o da dinaˆmica de um sistema quaˆntico no espac¸o de fase [14]. Das poss´ıveis
definic¸o˜es de func¸o˜es de quase-probabilidade, queremos destacar duas: a func¸a˜o de
Husimi [15] e a func¸a˜o de Wigner [16]. A primeira e´ definida sempre positiva, carac-
ter´ıstica que compartilha com as distribuic¸o˜es de probabilidade cla´ssicas. Pode ser
usada para comparar diferenc¸as entre a dinaˆmica quaˆntica de estados inicialmente
coerentes e a evoluc¸a˜o temporal de um ensemble cla´ssico de condic¸o˜es iniciais [17, 18].
A segunda pode apresentar valores negativos como no caso de uma superposic¸a˜o de
estados coerentes do oscilador harmoˆnico, por exemplo. Este aspecto e´ explorado ao
estudar o processo de decoereˆncia, isto e´ a evoluc¸a˜o de um estado de superposic¸a˜o
quaˆntico ate´ um estado de mistura estat´ıstica num sistema aberto. Na literatura
abunda este tipo de pesquisa sendo um exemplo o estudo da dinaˆmica de um os-
cilador, inicialmente constru´ıdo no estado mencionado acima, em contato com um
reservato´rio [19, 20, 21].
A func¸a˜o de Wigner permite estimar o tempo de decoereˆncia, tempo durante o
qual um estado de superposic¸a˜o perde as franjas de interfereˆncia, as quais esta˜o asso-
ciadas a` parte negativa da func¸a˜o. Uma experieˆncia para medir diretamente o valor
da func¸a˜o de Wigner [16], foi proposta por Lutterbach e Davidovich [22], envolvendo
eletrodinaˆmica quaˆntica de cavidades ou CQE (Cavity Quantum Electrodynamics) e
armadilhas de ı´ons. Posteriormente, este esquema foi realizado, primeiro medindo a
func¸a˜o num u´nico ponto [23]; logo depois, foi medida a func¸a˜o de Wigner completa
para o estado fundamental do campo e o estado de um fo´ton [24]. Outra proposta
teo´rica adaptada a um sistema diferente, como o esquema para experimentos QND
(do ingleˆs Quantum NonDemolition) que consiste de um interferoˆmetro onde campos
interagem num meio na˜o linear, sa˜o encontradas na literatura [25].
O objetivo geral do nosso trabalho consiste no estudo da dinaˆmica do emara-
nhamento num sistema bipartite com a ajuda do formalismo de matriz densidade
e das func¸o˜es de quase-probabilidade e da ana´lise do comportamento do sistema
elegido no limite semicla´ssico. Dois modelos de interesse sa˜o considerados: dois
modos bosoˆnicos acoplados via uma interac¸a˜o que possui um termo bilinear e outro
biquadra´tico e o maser de Dicke.
Escolhendo apropriadamente as constantes associadas a cada um dos termos da
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3interac¸a˜o na˜o linear do Hamiltoniano associado ao primeiro modelo, e´ poss´ıvel obter
soluc¸o˜es anal´ıticas. A escolha e´ feita de modo que todos os termos do Hamilto-
niano comutem entre si. Desta forma, o nosso interesse neste modelo e´ a obtenc¸a˜o
anal´ıtica do estado evolu´ıdo ao considerar diferentes tipos de condic¸o˜es iniciais, de
maneira que possamos estabelecer qual dentre os termos de interac¸a˜o governa o
emaranhamento.
Este Hamiltoniano pode ser usado para descrever a propagac¸a˜o de dois modos
de campo eletromagne´tico num meio Kerr. Neste contexto, o termo bilinear esta´
relacionado com a interac¸a˜o dipolo-dipolo na aproximac¸a˜o de onda girante (RWA do
ingleˆs Rotating-Wave Approximation). O termo na˜o linear inclui poteˆncias qua´rticas
dos operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o dos osciladores e correspondem a dois tipos




, que so´ conteˆm
operadores associados a um u´nico subsistema e os termos Cross-Kerr onde aparecem
operadores dos dois osciladores [26]. Outra situac¸a˜o que pode ser descrita usando
este Hamiltoniano efetivo e´ a interac¸a˜o de duas espe´cies de condensados de Bose-
Einstein. Neste caso, a interac¸a˜o bilinear descreve o acoplamento Josephson entre
os dois condensados e o termo na˜o linear e o hamiltoniano efetivo que descreve as
coliso˜es inter e intra espe´cies. Neste contexto, as constantes associadas ao termo na˜o
linear esta˜o relacionadas com os comprimentos de espalhamento que caracterizam
estas coliso˜es [27].
Estudamos a dinaˆmica associada ao Hamiltoniano quando o estado inicial esco-
lhido e´ inicialmente preparado num estado puro e sendo ele um produto de estados
de Fock ou de estados coerentes. Ja´ que e´ poss´ıvel calcular a forma explicita do
estado global para qualquer instante de tempo, analisamos a dinaˆmica do emara-
nhamento usando os nossos resultados para a entropia linear reduzida. Analisamos
tambe´m as condic¸o˜es que devem ser cumpridas para a obtenc¸a˜o de superposic¸o˜es de
estados coerentes separados no espac¸o de fase, conhecidos comumente como estados
de “gato de Schro¨dinger”. Para isto, nos servimos tanto da analise do comporta-
mento da entropia linear quanto da func¸a˜o de distribuic¸a˜o de Husimi. Finalmente
apresentamos o comportamento da entropia linear reduzida no limite semicla´ssico,
sendo o estado inicial um produto de estados coerentes.
Na segunda parte da tese, continuando com a se´rie de trabalhos iniciado por
Furuya, Nemes e Pellegrino, estudamos o maser de Dicke [28]. Este modelo descreve
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uma colec¸a˜o de N a´tomos na˜o interagentes entre si, que por sua vez interagem com
um modo de campo eletromagne´tico dentro de uma cavidade. Neste caso, e´ con-
siderado o termo dipolar da interac¸a˜o radiac¸a˜o-materia, tanto na aproximac¸a˜o de
onda girante como para o caso onde os termos contra-girantes sa˜o mantidos. Quere-
mos explorar a dinaˆmica do emaranhamento entre o subsistema atoˆmico e o campo
no regime semicla´ssico onde podemos fazer a conexa˜o entre a descric¸a˜o cla´ssica e
quaˆntica do problema, utilizando a func¸a˜o de Wigner do subsistema atoˆmico.
Dividimos este trabalho em cinco partes organizadas da seguinte forma: no
Cap´ıtulo 1 revisamos alguns conceitos fundamentais da mecaˆnica quaˆntica que usa-
remos no decorrer da tese. Discutimos brevemente as propriedades das func¸o˜es de
quase-distribuic¸a˜o: a func¸a˜o de Husimi [15] e a func¸a˜o de Wigner [14]. Da mesma
forma, apresentamos os Hamiltonianos associados aos nossos modelos de interesse.
No Cap´ıtulo 2, usamos a func¸a˜o de Wigner no estudo do processo de decoereˆncia em
dois sistemas abertos onde a soluc¸a˜o anal´ıtica do operador densidade e´ conhecida.
A ana´lise destes exemplos ajuda na compreensa˜o das diferenc¸as entre os processos
de emaranhamento e decoereˆncia, que no contexto deste trabalho se referem respec-
tivamente ao processo de perda de coereˆncia parcial devida a` interac¸a˜o de: (i) dois
subsistemas quaˆnticos de poucos graus de liberdade sem contato com reservato´rio
(emaranhamento); (ii) pela interac¸a˜o do sistema “menor”com um reservato´rio re-
presentado por um segundo sistema de muitos graus de liberdade (decoereˆncia).
No primeiro destes exemplos e´ calculada a func¸a˜o de Wigner para um sistema que
consiste de um modo de campo em contato com reservato´rio a temperatura finita,
resultado amplamente discutido na literatura [19, 29]. No segundo exemplo sa˜o
calculadas a func¸a˜o de Wigner conjunta do sistema de a´tomo-campo e as correspon-
dentes func¸o˜es reduzidas dos subsistemas, onde o modelo que descreve a interac¸a˜o
entre eles e´ o Jaynes-Cummings na aproximac¸a˜o dispersiva e a dissipac¸a˜o do campo
a temperatura nula e´ levada em considerac¸a˜o.
No Cap´ıtulo 3 apresentamos uma discussa˜o anal´ıtica da dinaˆmica do emara-
nhamento do sistema que descreve a interac¸a˜o de dois modos bosoˆnicos e a soluc¸a˜o
exata para treˆs tipos diferentes de condic¸o˜es iniciais e´ apresentada. Tambe´m sa˜o dis-
cutidas condic¸o˜es de separabilidade do estado global, reversibilidade e recorreˆncia.
Na u´ltima sec¸a˜o desse cap´ıtulo, discutimos o comportamento do sistema no limite
de h¯ → 0. Estudamos os efeitos do emaranhamento sobre o estado dos subsis-
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5temas usando tanto a entropia linear reduzida como a func¸a˜o de distribuic¸a˜o de
Husimi reduzida. No Cap´ıtulo 4 estudamos a dinaˆmica do emaranhamento do sub-
sistema atoˆmico, no problema da interac¸a˜o de uma colec¸a˜o de N a´tomos e campo
eletromagne´tico descrito pelo modelo de Dicke dentro do limite de muitos a´tomos.
Em particular, nos concentraremos na relac¸a˜o entre o emaranhamento e a loca-
lizac¸a˜o e delocalizac¸a˜o do estado de N a´tomos, ale´m da sensibilidade desta relac¸a˜o
a`s condic¸o˜es iniciais. Usaremos para este propo´sito a func¸a˜o de Wigner atoˆmica [30].
Finalmente, o Cap´ıtulo 5 e´ dedicado a`s nossas concluso˜es e perspectivas futuras de
pesquisa.
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Cap´ıtulo 1
Conceitos Fundamentais.
Neste cap´ıtulo apresentamos as ferramentas teo´ricas usadas no desenvolvimento
desta tese. Conceitos fundamentais como o formalismo da matriz densidade [31]
e algumas definic¸o˜es que sera˜o usadas na ana´lise da dinaˆmica do emaranhamento
dos sistemas bipartites escolhidos, sera˜o brevemente revisadas na Sec¸a˜o 1.1. Uma
ra´pida revisa˜o sobre a quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico numa cavidade resso-
nante [32] sera´ apresentada na Sec¸a˜o 1.2, onde tambe´m definiremos os estados de
Fock, os estados coerentes do oscilador harmoˆnico [33], superposic¸o˜es dos mesmos
(estados de gato de Schro¨dinger) e a mistura estat´ıstica. Na Sec¸a˜o 1.3, enumerare-
mos as propriedades das func¸o˜es de quase-probabilidade [32, 14] e definiremos aque-
las que usaremos nos cap´ıtulos posteriores: A func¸a˜o de Husimi [15] e a func¸a˜o de
Wigner [16]. Na Sec¸a˜o 1.4 apresentaremos o Hamiltoniano que descreve dois modos
bosoˆnicos acoplados via dois termos de interac¸a˜o: o termo dipolar na aproximac¸a˜o
de onda girante e uma interac¸a˜o na˜o-linear. Por u´ltimo, na Sec¸a˜o 1.5 revisaremos
alguns conceitos relacionados com o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings [34], que
descreve a interac¸a˜o entre um a´tomo e o campo eletromagne´tico dentro de uma
cavidade, e sua extensa˜o para uma colec¸a˜o de N a´tomos, o modelo de Dicke [28].
Tambe´m definiremos alguns estados associados a uma colec¸a˜o de N a´tomos: o estado
de Dicke e o estado coerente atoˆmico [35]. Apresentaremos a definic¸a˜o de func¸a˜o de
Wigner atoˆmica [36, 30], a qual sera´ usada para estudar os efeitos do emaranhamento
do sistema atoˆmico com o campo sobre a localizac¸a˜o do estado atoˆmico.
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1.1 O Formalismo do Operador Densidade.
Na mecaˆnica quaˆntica, dado um certo Hamiltoniano com autovalores e autoesta-




ck |ψk〉 , (1.1)
Toda a informac¸a˜o sobre o estado esta´ reunida no vetor |ψ〉 e os coeficientes ck
sa˜o interpretados como amplitudes de probabilidade. O valor esperado de qualquer
observa´vel pode ser calculado usando a Eq.(1.1).
No contexto da f´ısica estat´ıstica, o conceito de “probabilidade” esta´ relacionado
com o fato de na˜o possuir a informac¸a˜o completa sobre o estado do sistema. Neste
formalismo (tomamos de novo a base de autoestados |ψk〉), um sistema e´ descrito
como um estado misto onde tem probabilidade (estat´ıstica) p1 de ocupar o estado
|ψ1〉, probabilidade p2 de ocupar o estado |ψ2〉 e assim por diante, tal que ∑k pk = 1.
Consequentemente, na˜o e´ poss´ıvel escrever uma mistura estat´ıstica na forma de um
vetor de estado.
No estudo de fenoˆmenos de emaranhamento ou processos de decoereˆncia, preci-
samos de ambas categorias de estado, puro e misto, devido ao fato de que estamos
interessados em descrever situac¸o˜es onde estados puros evoluem para misturas e
viceversa. O formalismo do Operador Densidade ou Matriz Densidade e´ uma ferra-
menta importante pelo fato de que descreve apropriadamente as duas situac¸o˜es. A





ρij (t) |ψi〉 〈ψj| . (1.2)
onde cumpre-se que ρji = ρ
∗
ij. Esta definic¸a˜o descreve apropriadamente tanto os
sistemas puros quanto as misturas estat´ısticas. No primeiro caso, ρij = ci (t) c
∗
j (t)
onde os coeficientes ck correspondem aqueles definidos no vetor de estado. Conse-
quentemente, se conhecemos o estado (puro) do sistema evolu´ıdo no tempo |Φ (t)〉,
podemos definir o operador densidade como
ρˆ (t) = |Φ (t)〉 〈Φ (t)| (1.3)
Numa mistura estat´ıstica ρii = pi < 1 e os elementos fora da diagonal sa˜o nulos.
Os elementos diagonais da matriz densidade sa˜o chamados populac¸o˜es, enquanto
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que os elementos fora da diagonal recebem o nome de coereˆncias. Em ambos os
casos, o formalismo abrange os dois conceitos sem ambigu¨idades e permite calcular
adequadamente valores me´dios e o valor do trac¸o do quadrado do operador den-
sidade. A u´ltima quantidade permite estabelecer se um determinado sistema esta´
num estado puro ou num estado misto como veremos a seguir:
1. Valores me´dios: A definic¸a˜o do valor me´dio do operador Aˆ usando a matriz








〈ψk| ρˆ (t) Aˆ |ψk〉 . (1.4)











onde Aji = 〈ψj| Aˆ |ψi〉 e´ o elemento de matriz do operador Aˆ projetado na
base cujos elementos sa˜o |ψk〉. No caso do estado misto, a me´dia estat´ıstica








2. Pureza. No caso do estado puro, o operador densidade e´ por sua vez um pro-
jetor no espac¸o de Hilbert definido pelos autoestados |ψk〉. Como consequeˆncia
disto, cumpre-se que
ρˆ2 (t) = ρˆ (t) (1.5)
Trρˆ2 (t) = 1. (1.6)
Ja´ no caso de um estado de mistura estat´ıstica, o operador densidade na˜o e´
um projetor, o quadrado do mesmo e´ diferente do operador densidade e assim
Trρˆ2 (t) = 1.
Independentemente se o operador descreve o estado puro ou misto, cumpre-se a
conservac¸a˜o da probabilidade expressa pela igualdade
Trρˆ (t) = 1
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Hˆ (t) , ρˆ (t)
]
.
Podemos estender o formalismo de matriz densidade para o caso dos sistemas
bipartites. Neste caso, dois subsistemas diferentes (1) e (2) formam o sistema global
(1+2), sendo o espac¸o definido pelo produto tensorial dos subespac¸os corresponden-
tes. Isto pode ser expresso como
E = E (1)⊗ E (2) .
Se ρˆ (t) e´ o operador densidade global, |ψk〉1 sa˜o os estados que formam a base
associada ao espac¸o E (1) (k = 1..n1) e |ψk〉2 aos correspondentes elementos da base
do espac¸o E (2) (k = 1..n2), podemos definir os operadores densidade reduzidos,




〈ψk|j ρˆ (t) |ψk〉j
= Trj ρˆ (t) (1.7)
onde i, j = 1, 2 e i = j. Estes operadores tem as mesmas propriedades do operador
densidade global e permitem a descric¸a˜o total dos subsistemas envolvidos. Em





onde, para este caso, Aˆ e´ a extensa˜o no espac¸o global do observa´vel Aˆ1 que atua so´
no subespac¸o E1.
Os operadores reduzidos cumprem igualmente a conservac¸a˜o da probabilidade
Triρˆi = 1
e as propriedades do quadrado da matriz re-escritas como
Triρˆ
2
i (t) = 1
se o estado e´ puro e
Triρˆ
2
i (t) < 1
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se o estado e´ misto. Como consequeˆncia das propriedades da operac¸a˜o do trac¸o
parcial, podemos medir o grau de emaranhamento entre os subsistemas usando os
operadores reduzidos, ρˆi (t), sendo uma boa medida a entropia linear reduzida defi-
nida como:
δi (t) = 1− Triρˆ2i (t) . (1.8)
Das propriedades do trac¸o, vemos que δ1 = δ2 para qualquer tempo. Se a entropia
linear reduzida e´ nula em algum instante, quer dizer que os estados dos dois subsis-
temas sa˜o estados puros, e o estado global pode ser escrito como o produto direto
dos mesmos. Usaremos o termo estado separa´vel, para descrever tal situac¸a˜o. A
ana´lise da evoluc¸a˜o da entropia linear reduzida permite estabelecer se um determi-
nado sistema interage de tal forma que o emaranhamento e´ irrevers´ıvel ou existem
condic¸o˜es nas quais o sistema se torna separa´vel ou recorrente, voltando ao estado
original depois de um certo per´ıodo.
1.2 Quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico.
As equac¸o˜es de Maxwell que descrevem o campo eletromagne´tico confinado numa




∇× E = −µ0∂H
∂t
∇ · E = 0
∇ ·H = 0, (1.9)
onde E e´ o campo ele´trico, H o campo magne´tico, 0 e´ a permissividade ele´trica e
µ0 e´ a permeabilidade magne´tica do va´cuo. A partir destas equac¸o˜es, obtemos a






A velocidade de propagac¸a˜o do campo e´ igual a velocidade da luz no va´cuo c.
Consideremos o campo confinado dentro de uma cavidade de comprimento L, tal
que 0 ≤ z ≤ L. Resulta ser conveniente considerar o campo ele´trico polarizado na
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direc¸a˜o x, E = (Ex (z, t) , 0, 0). Ao expandir Ex nos modos normais da cavidade
temos [32]
Ex (z, t) =
∑
j
Ajqj (t) sin (kjz) (1.11)
onde o ı´ndice j = 1, 2, 3.... numera os modos, kj = jπ/L e´ a componente na direc¸a˜o






O campo descrito pela expressa˜o anterior e´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o de onda, como pode
ser verificado substituindo a Eq.(1.11) na expressa˜o (1.10). Aqui ωj e´ a frequ¨eˆncia
de cada modo normal, qj tem dimensa˜o do comprimento e corresponde a` amplitude
do modo, V e´ o volume da cavidade e mj e´ uma constante com unidades de massa,
inclu´ıda aqui para estabelecer a analogia com o modelo de oscilado harmoˆnico, como
veremos a seguir. Usando as equac¸o˜es de Maxwell e a forma do campo ele´trico,
obtemos a expressa˜o para o campo magne´tico H, sendo este um vetor cuja u´nica
componente na˜o nula e´ Hy























e a integral e´ definida sobre todo o volume da cavidade. Ao substituir no integrando
a forma dos campos ele´trico e magne´tico, Eq.(1.11) e Eq.(1.12), obtemos a forma















onde pj = mj q˙j e´ o momento canoˆnico do j-e´simo modo. Vemos como o campo de
radiac¸a˜o dentro de uma cavidade ressonante e´ expresso como a soma de osciladores
harmoˆnicos independentes, onde cada oscilador corresponde a um modo normal. Ja´
queH esta´ expresso como func¸a˜o das varia´veis canoˆnicas conjugadas, qj e pj podemos
usar o processo de quantizac¸a˜o canoˆnica e encontrar a expressa˜o do Hamiltoniano
que descreve o problema mecaˆnico-quaˆntico. Associando os operadores qˆj e pˆj a`s
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varia´veis qj e pj, onde os operadores cumprem a relac¸a˜o de comutac¸a˜o dada por
[qˆj, pˆj′ ] = δj,j′ , obtemos o Hamiltoniano para o campo quantizado em func¸a˜o dos

























(mjωj qˆ − ıpˆj) . (1.16)
Estes operadores sa˜o denominados de criac¸a˜o e de aniquilac¸a˜o devido a sua relac¸a˜o
com os autoestados do Hamiltoniano, como veremos depois. Ao reescrever a Eq.(1.15)











Vamos considerar so´ um dos modos normais do campo confinado na cavidade.
Pore´m, denominando ω1 = ω0 e usando aˆ1 = aˆ, podemos re-escrever o Hamiltoniano















sendo n = 0, 1, 2... e o espectro de energia e´ discreto. Distinto do espectro para
o oscilador harmoˆnico na mecaˆnica cla´ssica, o oscilador harmoˆnico quaˆntico possui
uma energia diferente de zero para o estado fundamental (h¯ω0/2). Os autoestados
de Hˆc sa˜o conhecidos como estados de nu´mero ou estados de Fock. Eles podem ser






)n |0〉 . (1.19)
A ac¸a˜o dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o sobre estes estados podem ser resu-
mida nas seguintes regras
aˆ |n〉 = √n |n− 1〉
aˆ† |n〉 = √n + 1 |n + 1〉 . (1.20)
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Consequentemente, podemos definir o operador de nu´mero, nˆ = aˆ†aˆ tal que
nˆ |n〉 = n |n〉 (1.21)
o que quer dizer que o nu´mero me´dio de fo´tons, 〈nˆ〉, de um estado |n〉 e´ exatamente
o ı´ndice n. De fato, uma caracter´ıstica dos estados de Fock, e´ o fato de ter um
nu´mero me´dio de fo´tons bem definido mas estar completamente delocalizado em
fase. A u´nica excec¸a˜o e´ o estado fundamental |0〉 o qual e´ um estado de incerteza
mı´nima.
Resulta ser interessante escrever o operador associado ao campo ele´trico. Ele e´
encontrando ao substituir q por qˆ na Eq.(1.11) onde consideramos so´ o termo j = 1.
A forma do operador e´ dada por







h¯ω0/V 0 representa o campo ele´trico por fo´ton. Se calculamos o valor
me´dio deste operador nos estados de Fock, vemos que
〈n| Eˆx (z, t) |n〉 = 0
enquanto




















Assim, embora |n〉 descreva um estado de energia bem definida, ele na˜o descreve
adequadamente um campo eletromagne´tico com propriedades cla´ssicas, ja´ que tanto
o valor me´dio do campo ele´trico como aquele do campo magne´tico sa˜o nulos para
qualquer estado de Fock. Ale´m disso, as variaˆncias sa˜o diferentes de zero ainda
para o estado fundamental (n = 0). Usando um tipo particular de superposic¸a˜o
dos estados de nu´mero podemos encontrar valores esperados para os operadores
de campo ele´trico e magne´tico cuja forma coincide com aquelas encontradas na
eletrodinaˆmica cla´ssica. Estas superposic¸o˜es sa˜o denominadas estados coerentes.
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Estado coerente do campo eletromagne´tico.
O estado coerente, |α〉, pode ser definido como um autoestado do operador de ani-
quilac¸a˜o
aˆ |α〉 = α |α〉
onde a amplitude α e´ um nu´mero complexo sendo definido como α = Re (α)+ıIm (α)
ou α = |α| eıϕ. O estado coerente pode ser expandido na base de estados de Fock
como








Usando a definic¸a˜o para o estado de Fock dada pela Eq.(1.19) podemos redefinir
o estado coerente a partir do estado fundamental |0〉:
|α〉 = Dˆ [α] |0〉 = eαaˆ†−α∗aˆ |0〉 . (1.24)
Dˆ [α] recebe o nome de Operador de Deslocamento. O efeito deste operador con-
siste em “deslocar”o estado fundamental ate´ o centro dele coincidir com o ponto
(Re (α) , Im (α)), conservando as suas caracter´ısticas de estado de incerteza mı´nima.
Podemos enumerar as propriedades do estado coerente assim:
1. O nu´mero me´dio de fo´tons esta´ dado por
〈nˆ〉 = 〈α| aˆ†aˆ |α〉 = |α|2 .








e o estado coerente e´ um estado de incerteza mı´nima.
3. O conjunto de todos os estados coerentes e´ super-completo. Existe uma relac¸a˜o




|α〉 〈α| d2α = 1, (1.25)
onde d2α = dRe (α) dIm (α) = d |α| dϕ. Por outro lado, estados com amplitu-
des diferentes, |α〉 e |β〉, na˜o sa˜o ortonormais e o produto escalar dos mesmos
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4. Ao calcular o valor esperado associados ao campo eletromagne´tico obtemos




= E20 sin2 kz
Desta forma, vemos como o estado coerente descreve adequadamente o campo
de radiac¸a˜o cla´ssica e o valor me´dio do campo e´ diferente de zero e tem uma
forma similar ao campo ele´trico cla´ssico.
Uma expressa˜o equivalente a` Eq.(1.24) pode ser encontrada ao desacoplar o operador













Desta forma, podemos reescrever o estado coerente como sendo
|α〉 = e− |α|
2
2 eαaˆ
† |0〉 . (1.27)
Generalizac¸a˜o da definic¸a˜o do estado de Gato de Schro¨dinger.
Em geral, o estado de gato e´ definido como a superposic¸a˜o de dois estados, da
mesma forma que Schro¨dinger fala dos estados de “gato vivo”e “gato morto”quando
ele formulou o paradoxo em 1935 [38]. Apesar disso, a definic¸a˜o de estado de gato
pode ser generalizada ao dizer que denominaremos desta forma qualquer estado
de superposic¸a˜o que envolva dois ou mais estados, sempre e quando estes forem
distingu´ıveis um do outro no espac¸o de fase.
A definic¸a˜o geral de um estado de gato envolvendo o estado coerente |α〉 e um













e´ a constante de normalizac¸a˜o, N , depende tanto do valor da amplitude, α, quanto
da fase relativa, φ, dos estados envolvidos na superposic¸a˜o. Geralmente, sa˜o dis-
cutidos na literatura treˆs casos, que dependem do valor da fase relativa. Se φ = 0
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obtemos




Da mesma maneira, se φ = π obtemos
|G〉 = |α〉 − |−α〉√
2− 2e−2|α|2
. (1.31)
Estes dois estados sa˜o conhecidos como gato par e ı´mpar, e o interesse neles esta´ no
fato de que podem ser gerados usando Eletrodinaˆmica Quaˆntica ou em ı´ons dentro




|α〉+ ı |−α〉 . (1.32)
Este estado e´ conhecido como gato de Yurke-Stoler, recebendo o nome dos autores
que propuseram um esquema para a gerac¸a˜o deste estado em 1986 [40].
Misturas estat´ısticas e o estado te´rmico.
Com o objetivo de discutir a diferenc¸a entre a mistura estat´ıstica de estados coerentes
com uma superposic¸a˜o do mesmo tipo de estado, resulta ser conveniente escrever
a forma geral para o operador densidade da definic¸a˜o de gato de Schro¨dinger dado
pela Eq,(1.28)
ρˆG = N 2
[
|α〉 〈α|+ |−α〉 〈−α|+ e−ıφ |α〉 〈−α|+ eıφ |−α〉 〈α|
]
. (1.33)
Se comparamos com a forma do operador densidade para uma mistura estat´ıstica
dos estados |α〉 e |−α〉
ρˆME = c1 |α〉 〈α|+ c2 |−α〉 〈−α| (1.34)
podemos ver como o estado de superposic¸a˜o possui dois termos adicionais que re-
presentam os termos de interfereˆncia. Lembrando os conceitos de populac¸o˜es e
coereˆncias, numa mistura as coereˆncia sa˜o nulas, enquanto as populac¸o˜es podem
obedecer ou na˜o uma determinada estat´ıstica. No exemplo anterior, ρ11 = ρ22 = 1/2,
os pesos sa˜o iguais. Um caso onde as populac¸o˜es ρii obedecem uma estat´ıtica par-
ticular e´ o campo te´rmico de uma cavidade a uma certa temperatura T . A matriz





(1 + n¯ (T ))1+n
|n〉 〈n| (1.35)
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onde n¯ (T ) e´ a estat´ıstica de Bose-Einstein






A T = 0K, vemos que ρˆ0 = |0〉 〈0|. So´ neste caso cr´ıtico, o estado te´rmico corres-
ponde a um estado puro que coincide com o estado fundamental |0〉 do oscilador
harmoˆnico.
1.3 Func¸o˜es de quase-probabilidade.
O princ´ıpio de incerteza na descric¸a˜o quaˆntica traz problemas na hora de tentar re-
presentar um estado sobre o espac¸o de fase. Como consequeˆncia deste princ´ıpio, na˜o
e´ poss´ıvel definir uma verdadeira distribuic¸a˜o de probabilidades como uma func¸a˜o
das varia´veis cla´ssicas do espac¸o de fase. No entanto, as chamadas Func¸o˜es de Quase-
Probabilidade (FQP) , as quais conservam algumas caracter´ısticas das distribuic¸o˜es
cla´ssicas, vem tendo um enorme sucesso no estudo de sistemas quaˆnticos. O seu
uso principal esta´ concentrado na ana´lise das conexo˜es entre as descric¸o˜es cla´ssica e
quaˆntica.
No seu trabalho de 1957, Stratonovich [41] resumiu em quatro pontos os reque-
rimentos gerais necessa´rios para a definic¸a˜o das FQP:
1. O espac¸o sobre o qual devem ser definidas estas func¸o˜es deve ser o espac¸o de
fase cla´ssico. No caso do campo eletromagne´tico, este espac¸o e´ o plano (q, p).
No caso de sistemas com spin 1/2, o espac¸o corresponde a` esfera de Bloch.
2. A func¸a˜o deve ser real;
3. A distribuic¸a˜o depende linearmente do operador densidade associado ao espac¸o.
4. Me´dias estat´ısticas da func¸a˜o real associada a um certo observa´vel, obtida
usando a FQP, devem coincidir com os resultados do valor me´dio do operador,
calculado a partir da matriz densidade.
Notemos que a func¸a˜o deve ser real mas na˜o necessariamente positiva para todo
ponto no espac¸o de fase. Devido ao princ´ıpio de incerteza, podemos definir diversos
tipos de func¸o˜es de quase-probabilidade dependendo do ordenamento da base de
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operadores associado ao espac¸o de Hilbert do sistema de interesse. E´ verdade que
sempre e´ poss´ıvel associar uma distribuic¸a˜o de probabilidade marginal, relacionada
com uma determinada varia´vel cla´ssica e com o operador respectivo. O problema
comec¸a quando se quer definir a probabilidade conjunta, onde ordenamentos diferen-
tes dos operadores leva a diversas definic¸o˜es de FQP. Usando um exemplo concreto,
se consideramos a base dos operadores do oscilador harmoˆnico, formada por aˆ† e










de maneira que podemos definir pelo menos treˆs FQP diferentes. As func¸o˜es de
quasi-probabilidade podem ser definidas como a transformada de Fourier da func¸a˜o
caracter´ıstica




ξaˆ† − ξ∗aˆ + s |ξ|2 /2
)]
, (1.37)
onde paraˆmetro s esta´ associado ao ordenamento dos operadores de criac¸a˜o e des-
truic¸a˜o. Se s = −1, a func¸a˜o caracter´ıstica corresponde ao ordenamento antinormal,
s = 0 ao ordenamento sime´trico e s = 1 esta´ associado ao ordenamento normal. A
expressa˜o geral das FQP e´ dada por




d2ξCˆ (ξ; s) exp (γξ∗ − γ∗ξ). (1.38)
Nesta sec¸a˜o, restringiremos a discussa˜o a` apresentac¸a˜o de duas func¸o˜es relacio-
nadas com a base de aˆ e aˆ† que usaremos neste trabalho: a func¸a˜o de Wigner do
oscilador harmoˆnico [16, 14], relacionada ao ordenamento sime´trico dos operadores
(s = 0), e a func¸a˜o de Husimi [15] associada ao ordenamento antinormal (s = −1).
Quando s = 1, obtemos a definic¸a˜o da func¸a˜o P (q, p) de Glauber-Sudarshan [33, 42]
associada ao ordenamento antinormal, cujas propriedades na˜o discutiremos aqui.
Uma outra FQP, a func¸a˜o de Wigner atoˆmica [36, 30], associada ao espac¸o da esfera
de Bloch e aos operadores do momento angular, sera´ definida na Sec¸a˜o 1.5, uma vez
discutidas as propriedades do estado de Dicke e do estado coerente atoˆmico.
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1.3.1 A func¸a˜o de Distribuic¸a˜o de Husimi.
A func¸a˜o de Husimi esta´ associada ao ordenamento antinormal e e´ encontrada ao













exp (γξ∗ − γ∗ξ).
Na representac¸a˜o de estados coerentes, onde usamos a definic¸a˜o do projetor na




〈γ| ρˆk (t) |γ〉 . (1.39)
Aqui, |γ〉 e´ o estado coerente do oscilador harmoˆnico (γ = q + ıp) e ρk (t) e´ o operador
densidade. Esta func¸a˜o e´ positiva para todo ponto no espac¸o de fase cla´ssico, sendo
bastante similar a`s distribuic¸o˜es de probabilidade cla´ssicas. Se o estado do sistema






Quando ρˆ = |α〉 〈α| podemos encontrar a expressa˜o para a func¸a˜o de Husimi asso-






A vantagem desta FQP e´ a facilidade de ca´lculo quando o operador densidade de
um determinado problema pode ser expandido como um produto antinormal. Mas
um dos grandes problemas e´ que na˜o e´ poss´ıvel calcular as probabilidades margi-
nais, P (q) e P (p), a partir da func¸a˜o de Husimi. Outra das limitac¸o˜es e´ o fato
de na˜o permitir distinguir uma mistura estat´ıstica de uma superposic¸a˜o de estados
coerentes.
1.3.2 A func¸a˜o de Wigner.
A func¸a˜o de Wigner do campo eletromagne´tico esta´ associada com o ordenamento
sime´trico (s = 0), sendo definida a partir da func¸a˜o caracter´ıstica como










exp (γξ∗ − γ∗ξ) (1.42)
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Esta definic¸a˜o e´ ana´loga a` definic¸a˜o geral proposta por Wigner dada pela expressa˜o





dy 〈q − y| ρˆ (t) |q + y〉 e2ı pyh¯ (1.43)
A func¸a˜o de Wigner cumpre todas as propriedades enumeradas anteriormente
mas, a diferenc¸a da func¸a˜o de Husimi, ela na˜o e´ definida positiva. De fato, a
existeˆncia de partes negativas indicam que o estado do sistema representado e´ na˜o-
cla´ssico, ja´ que a parte negativa esta´ associada ao fenoˆmeno de interfereˆncia [14].
Por esta raza˜o, a func¸a˜o de Wigner pode ser usada no estudo da correspondeˆncia
entre as duas descric¸o˜es, cla´ssica e quaˆntica. A existeˆncia de valores negativos num
estado de superposic¸a˜o, permite identificar franjas de interfereˆncia. Isto permite a
visualizac¸a˜o de processos de decoereˆncia, partindo de um estado de superposic¸a˜o
ate´ atingir um estado de mistura estat´ıstica [19]. Outra diferenc¸a entre esta func¸a˜o
e a func¸a˜o de Husimi tem a ver com o ca´lculo das probabilidades marginais: se na
Eq.(1.43), calculamos a integral sobre a varia´vel q, o resultado e´ a distribuic¸a˜o de
probabilidade, P (p).














onde Ln e´ o polinoˆmio de Laguerre de ordem n e γ = q+ ıp. Se ρˆ = |α〉 〈α|, obtemos







−2 |γ − α|2
)
. (1.45)
Finalmente, a forma da func¸a˜o de Wigner para a mistura estat´ıstica de dois estados












−2 |γ + α|2
))
. (1.46)
Na Fig.1.1 apresentamos a forma da func¸a˜o de Wigner para o estado fundamen-
tal do campo, |0〉, o estado de Fock |1〉, o estado coerente |α〉 e a mistura estat´ıstica
de estados coerentes |α〉 e |−α〉 onde α = (1, 1). Vemos como a func¸a˜o de Wigner
do estado fundamental e´ uma gaussiana cujo centro coincide com a origem do plano
(q, p) e na˜o possu´ı parte negativa. Ja´ o estado de Fock, |1〉, a func¸a˜o tem simetria
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axial ao redor da origem do espac¸o de fase. Vemos um anel onde a func¸a˜o e´ positiva
com um raio correspondente a
√
n = 1. Ale´m disso, a func¸a˜o tem parte negativa,
indicando as propriedades na˜o cla´ssicas associadas ao estado de Fock. Pelo contra´rio
a func¸a˜o de Wigner do estado coerente, Fig.1.1(c), e´ uma gaussiana, sempre posi-
tiva, centrada no ponto q0 = Reα e p0 = Imα. A localizac¸a˜o da func¸a˜o indica que
o estado coerente tem fase e nu´mero me´dio de fo´tons bem definidos. A func¸a˜o na˜o
possui parte negativa e sua forma indica que e´ um estado de incerteza mı´nima, o
que coincide com a definic¸a˜o do estado coerente como o mais “cla´ssico”poss´ıvel dos
estados do oscilador harmoˆnico. A func¸a˜o de Wigner de uma mistura estat´ıstica de
estados coerentes e´ apresentada na Fig.1.1(d) onde vemos duas gaussianas corres-
pondentes aos estados |α〉 e |−α〉, e a func¸a˜o na˜o possui parte negativa nem termos
de interfereˆncia, diferente dos estados de gato, como veremos no Cap´ıtulo 2, ao
graficar as func¸o˜es de Wigner durante o processo de decoereˆncia e relaxac¸a˜o destes
estados em contato com um reservato´rio.
1.4 O Oscilador Qua´rtico Bidimensional.
O primeiro sistema bipartite sobre o qual discutiremos nesta tese pode ser descrito
como dois modos bosoˆnicos acoplados onde a interac¸a˜o conte´m um termo bilinear e
um termo na˜o-linear que corresponde ao quadrado do Hamiltoniano livre para dos
osciladores. Nosso modelo pode ser visto como numa extensa˜o do tratamento de
Milburn [17], onde e´ estudado o caso do oscilador anarmoˆnico unidimensional e sa˜o
comparadas as dinaˆmicas nas descric¸o˜es quaˆntica e cla´ssica com a vantagem de se
poder observar o processo de emaranhamento. O termo de interac¸a˜o foi escolhido
com tal intenc¸a˜o de forma que facilita-se o tratamento tanto no formalismo quaˆntico
quanto no cla´ssico [18].
Esse Hamiltoniano cla´ssico, integra´vel [18], que descreve dois modos bosoˆnicos
com um termo de interac¸a˜o bilinear e´ dado pela expressa˜o
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 1.1: Func¸o˜es de Wigner do campo eletromagne´tico no plano (q, p). (a) Estado
fundamental |0〉; (b) Estado de Fock |1〉; (c) Estado coerente com α = (1, 1) e (d)
Mistura estat´ıstica dos estados |α〉 e |−α〉.
e´ o Hamiltoniano livre de um oscilador harmoˆnico. Aqui, ω0 e´ a frequeˆncia dos modos
livres sendo esta igual para os dois subsistemas (ressonaˆncia), ωλ e´ a frequeˆncia
associada a` interac¸a˜o bilinear e ωg = h¯g e´ a frequeˆncia associada ao termo qua´rtico.
Ao realizar a quantizac¸a˜o canoˆnica, substituindo as varia´veis cla´ssicas qi e pi
pelos operadores qˆi e pˆi, obtemos















Podemos reescrever a equac¸a˜o acima como func¸a˜o dos operadores de criac¸a˜o e ani-
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Resulta interessante observar como o termo na˜o linear coincide com aquele con-
siderado no trabalho de Imoto e colaboradores [26], o qual descreve a propagac¸a˜o
de dois campos num interferoˆmetro. Neste trabalho, os autores calculam a energia










ijkl e´ o tensor de quarta ordem da susceptibilidade ele´trica e Ei e´ o campo
ele´trico quantizado associado a i-e´sima frequeˆncia. Ao calcular a forma do Hamil-
toniano associado aos campos interagentes, em termos dos operadores de criac¸a˜o e




















As poteˆncias aˆ†i aˆiaˆ
†
i aˆi sa˜o denominadas termos de auto-modulac¸a˜o e o termo restante
descreve a interac¸a˜o na˜o-linear entre os dois campos, tambe´m denominado de in-
terac¸a˜o Kerr dispersiva, ja´ que conserva o nu´mero de fo´tons me´dio do sistema. As
constantes χ˜i dependem tanto das frequeˆncias dos dois campos interagentes quanto
da na˜o-linearidade χ3. Vemos como a Eq.(1.51) conte´m as mesmas poteˆncias dos
operadores aˆi e aˆ
†
i do termo na˜o linear do nosso Hamiltoniano (1.49). Consequen-
temente, a nossa frequeˆncia ωg esta´ relacionada com χ
(3). Em geral, os termos
associados ao efeito de auto-modulac¸a˜o na˜o sa˜o considerados em trabalhos onde a
motivac¸a˜o consiste em propor medidas de nu´mero de fo´tons usando QND (do ingleˆs
Quantum non-demolition). Nesses casos, esta aproximac¸a˜o e´ poss´ıvel ao escolher
um meio na˜o-linear ressonante com a soma das frequeˆncias dos campos, h¯ (ω1 + ω2).
Deste ponto de vista, o nosso Hamiltoniano poderia ser visto como um caso
mais “geral”, ja´ que considera os efeitos de todos os termos da interac¸a˜o que podem
aparecer, como vemos ao comparar com a Eq.(1.51). No entanto, o fato de considerar
frequeˆncias equivalentes, ω1 = ω2, e constantes cujos valores permitem escrever o
termo na˜o-linear como uma poteˆncia do Hamiltoniano livre, trazem restric¸o˜es fortes
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para as constantes da expressa˜o da Eq.(1.51). Como estas restric¸o˜es permitem a
soluc¸a˜o anal´ıtica da equac¸a˜o de Schro¨dinger para qualquer superposic¸a˜o de estados
de Fock, como veremos no Cap´ıtulo 3, os nossos resultados sa˜o um primeiro passo
na compreensa˜o da dinaˆmica completa deste tipo de sistema.
No contexto dos condensados de Bose-Einstein interagentes, os modos do con-
densado sa˜o aqueles cuja func¸a˜o de onda satisfaz um sistema de equac¸o˜es de Gross-
Pitaevskii acopladas. Ao desprezar todos os modos, excetuando aqueles associados

































Os dois primeiros termos descrevem a evoluc¸a˜o dos a´tomos nos modos de condensado
na auseˆncia de interac¸o˜es. Os seguintes descrevem a interac¸a˜o entre as duas espe´cies
devido a`s coliso˜es ela´sticas. Para cada um deles o paraˆmetro de acoplamento, Wi,j,
depende do comprimento de espalhamento associado a cada espe´cie, ai,j. O u´ltimo
termo do Hamiltoniano descreve o acoplamento Josephson entre os dois condensados.
A forma dos termos na˜o lineares coincide com o Hamiltoniano tipo Kerr usado
em O´tica Quaˆntica como discutido acima. A interac¸a˜o Josephson e´ ana´loga ao
acoplamento dipolo-dipolo na aproximac¸a˜o de onda girante [43].
Ao compararmos a Eq. (1.52) com a expressa˜o (1.49) vemos como os dois Ha-
miltonianos conte´m os mesmos termos, poteˆncias dos operadores aˆi aˆ
†
i . Ao escolher
as constantes Wi,j tal que W11 = W22 = W12 = 2ωg e considerar que os dois modos
esta˜o em ressonaˆncia, ω1 = ω2 = ω0, vemos que esta u´ltima equac¸a˜o coincide com
o Hamiltoniano (1.49). Esta escolha particular das constantes Wi,j esta´ associada
a condensados de Bose-Einstein que possuam o mesmo comprimento de espalha-
mento de onda-s, isto e´ a11 = a22 = a12 [43]. Embora a nossa escolha descreva uma
condic¸a˜o muito particular no contexto dos condensados, existem experieˆncias que
medem a relac¸a˜o entre os comprimentos de espalhamento que mostraram a relac¸a˜o
a11 : a22 : a12 = 1.03 : 0.97 : 1 [44].
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1.5 Modelo de Jaynes-Cummings e o maser de
Dicke.
Com respeito ao modelo de Jaynes-Cummings [34, 45], costuma-se dizer que este
modelo permite uma descric¸a˜o simples da interac¸a˜o entre mate´ria e campo eletro-
magne´tico, ale´m de ser analiticamente solu´vel. O sistema consiste de um a´tomo
de dois n´ıveis interagindo com um modo quantizado do campo eletromagne´tico
pro´ximo da ressonaˆncia (ωo ≈ ωa, onde ω0 e´ a frequeˆncia do modo do campo e
ωa e´ a frequeˆncia de transic¸a˜o entre os dois n´ıveis). A importaˆncia deste modelo e´
devida a` possibilidade de ter uma evideˆncia direta da natureza quaˆntica do campo,
ja´ que a soluc¸a˜o anal´ıtica do mesmo prediz o fenoˆmeno de mortes e ressurgimen-
tos [46] da inversa˜o de populac¸a˜o atoˆmica. Entre muitas aplicac¸o˜es, permite sob
certas condic¸o˜es iniciais a formac¸a˜o de estados de gato de Schro¨dinger [47, 48]. Ex-
tenso˜es deste modelo podem ser encontrados na literatura, onde efeitos de dissipac¸a˜o
e amortecimento [49, 50], sistemas de treˆs ou mais n´ıveis oticamente ativos [51] ou
interac¸o˜es a´tomo-campo mais elaboradas sa˜o consideradas.
O modelo de Jaynes-Cummings permite descrever um micromaser, onde um feixe
de a´tomos de Rydberg excitados atravessam uma cavidade superconductora. Esta
cavidade e´ preparada de tal forma que um u´nico modo de campo eletromagne´tico
pode ser confinado. A velocidade dos a´tomos e´ ajustada de maneira que so´ e´ per-
mitida a passagem de um a´tomo pela cavidade e as frequeˆncias tanto do campo
quanto de transic¸a˜o entre os n´ıveis do a´tomo sa˜o compara´veis. O avanc¸o na cons-
truc¸a˜o de cavidades supercondutoras de alto fator de qualidade Q e a possibilidade
de preparar a´tomos com n´ıveis opticamente ativos altamente energe´ticos (a´tomos
de Rydberg), ale´m do controle das velocidades do feixe dos mesmos, permitiram
a realizac¸a˜o experimental do primeiro micromaser em 1985 por D. Merschede, H.
Walther e G. Muller [52]. A primeira observac¸a˜o de mortes e ressurgimentos da in-
versa˜o da populac¸a˜o atoˆmica previstos teoricamente, foi feita posteriormente [53, 54].
Um aspecto importante no desenvolvimento do que atualmente e´ conhecido como
Eletrodinaˆmica Quaˆntica de Cavidades (ou CQED do ingleˆs Cavity Quantum Elec-
trodynamics) foi a realizac¸a˜o experimental de uma superposic¸a˜o macrosco´pica de
estados coerentes de campo eletromagne´tico e a posterior observac¸a˜o do processo de
decoereˆncia. Este experimento, conhecido como o experimento de Paris [55], redo-
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brou recentemente o interesse no modelo Jaynes-Cummings e na gerac¸a˜o de estados
de gato de Schro¨dinger.
O a´tomo, que denotaremos com o ı´ndice j, e´ um sistema de dois n´ıveis energe´ticos
opticamente ativos |1〉j e |2〉j e uma diferenc¸a de energia entre os dois n´ıveis igual
a h¯ωa. Qualquer operador atuando neste sistema pode ser expandido na base de




z junto com a identidade




























A interac¸a˜o de um a´tomo com um campo monocroma´tico na aproximac¸a˜o onde
o comprimento de onda do campo muito maior do que a dimensa˜o do a´tomo, e´
descrita pela interac¸a˜o dipolar ele´trica cujo Hamiltoniano tem a forma
HˆI = −erˆ · Eˆ
onde erˆ e´ o operador dipolar atoˆmico e Eˆ e´ o operador do campo ele´trico quantizado.
No caso de um modo do campo eletromagne´tico confinado dentro de uma cavidade
e polarizado na direc¸a˜o x, o campo ele´trico pode ser escrito como Eˆ = (E0, 0, 0).
Substituindo no Hamiltoniano HˆI , podemos escrever









|l〉 〈l| HˆI |m〉 〈m|
obtemos






gl,m = −eE0 sin (kz) 〈l| xˆ |m〉
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e σl,m = |l〉 〈m| e´ o operador de transic¸a˜o entre os n´ıveis atoˆmicos. Neste caso
particular de um a´tomo de dois n´ıveis g1,2 = g2,1 = g/2, g1,1 = g2,2 = 0 e σ1,2 = σ+
e σ2,1 = σ−. Substituindo estas quantidades na expressa˜o para o Hamiltoniano,












Ao incluir os termos associados aos Hamiltonianos de campo e a´tomo livres e
expandir o termo de interac¸a˜o obtemos a forma conhecida para o Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings
Hˆ = h¯ω0aˆ











Os primeiros dois termos da interac¸a˜o correspondem a processos onde o nu´mero
me´dio de excitac¸a˜o e´ conservado, distinto dos dois u´ltimos. Estes termos geralmente
na˜o sa˜o considerados, e se diz que esta e´ a Aproximac¸a˜o de Onda Girante geralmente
denotada como RWA (do ingleˆs Rotating Wave Approximation). O Hamiltoniano
efetivo nesta aproximac¸a˜o descreve apropriadamente a maioria dos problemas trata-
dos pela o´tica quaˆntica. A forma final do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings nesta
aproximac¸a˜o e´ dada por
Hˆ = h¯ω0aˆ








De posse desta expressa˜o, podemos abordar o problema de N a´tomos intera-
gindo com o campo eletromagne´tico. Supomos que a distaˆncia interatoˆmica e´ de
uma ordem de grandeza tal que na˜o ha´ sobreposic¸a˜o das func¸o˜es de onda atoˆmica.
Consideramos tambe´m que todos os a´tomos esta˜o imersos no campo eletromagne´tico
e, consequentemente, a aproximac¸a˜o dipolar continua sendo va´lida. Desta forma, o
Hamiltoniano para os N a´tomos pode ser escrito como o somato´rio dos Hamiltonia-
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escrevemos finalmente o Hamiltoniano de Dicke (N = 2J) como
HˆD = h¯ω0aˆ
















onde usamos nomes diferentes para os paraˆmetros que acompanham os termos de
interac¸a˜o associados a` aproximac¸a˜o de onda girante (G) e os termos contra-girantes
(G′). Embora a origem de G e G′ seja a mesma, justificamos o estabelecimento desta
diferenc¸a devido ao nosso interesse em simular o comportamento do sistema quando
a aproximac¸a˜o de onda girante deixa de ser va´lida, situac¸a˜o que pode acontecer ao
considerar campos eletromagne´ticos intensos.
1.5.1 Estados atoˆmicos e a func¸a˜o de Wigner atoˆmica.
Vemos que uma base apropriada para a descric¸a˜o de autoestados do Hamiltoniano
da Eq.(1.62) e´ a resultante do produto direto do espac¸o de Hilbert do oscilador
harmoˆnico, cujos autoestados sa˜o os estados de Fock |n〉 ja´ definidos na Sec¸a˜o 1.2,
e o espac¸o de Hilbert do pseudo-spin, associado a` algebra definida pelos operadores
coletivos Jˆ± e Jˆz. Os elementos da base deste espac¸o sa˜o os estados de momento
angular |J,M〉, tambe´m conhecidos como estados de Dicke. Podemos definir esta










onde M = −J,−J +1, ..J e |J,−J〉 e´ o estado fundamental. Este estado possui um
valor de Jˆz bem definido, no entanto que Jˆx e Jˆy sa˜o indeterminados.
E´ poss´ıvel definir um estado ana´logo ao estado coerente do oscilador harmoˆnico
no espac¸o de Hilbert das varia´veis de momento angular. Lembremos que um estado
coerente de oscilador harmoˆnico |α〉, com valor me´dio de fo´tons igual a |α|2, pode
ser obtido a partir do estado fundamental |0〉 pela aplicac¸a˜o do operador de des-
locamento Dˆ [α]. Arecchi et al [35] definiram estados coerentes atoˆmicos, com pro-
priedades completamente ana´logas a`s associadas aos estados coerentes de oscilador
harmoˆnico, definidos para uma colec¸a˜o de N a´tomos, sendo um estado de incerteza
mı´nima. Estes estados esta˜o associados a operadores que descrevem a rotac¸a˜o sobre
uma esfera, de maneira semelhante ao caso do oscilador harmoˆnico onde o operador
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de deslocamento descreve translac¸o˜es sobre o espac¸o de fase definido pelas varia´veis
canoˆnicas q e p.
O estado coerente atoˆmico [30] |τ〉 e´ definido como






sendo β o aˆngulo polar definido com relac¸a˜o ao eixo z (β ∈ [0, π]), γ e´ o aˆngulo
azimutal (γ ∈ [−π, π]) e o operador Rˆ [τ ] e´ um operador de rotac¸a˜o sobre a esfera
de Bloch, ana´logo ao operador de deslocamento Dˆ [α]. Usando o ana´logo ao lema
de Baker-Hausdorff, o teorema de separac¸a˜o para operadores de momento angular,
podemos escrever o estado coerente atoˆmico como
|τ〉 =
(
1 + |τ |2
)−J
eτ Jˆ+ |J,−J〉 . (1.65)
Estas caracter´ısticas podem ser visualizadas com ajuda das func¸o˜es de quase-
probabilidade: da mesma forma que sa˜o constru´ıdas no plano (q, p), sa˜o definidas
func¸o˜es de distribuic¸a˜o na esfera de Bloch. A func¸a˜o de Wigner para part´ıculas com
spin-1/2 foi discutida por Scully e colaboradores [56] mas estamos interessados na
func¸a˜o de Wigner atoˆmica para sistemas de momento angular arbitra´rio, definida
por Agarwal [36]. A forma geral para esta func¸a˜o e´ dada por








KQ (t)YKQ (θ, φ) , (1.66)
onde K,Q e´ a matriz caracter´ıstica associado ao operador densidade ρa (t), ana´loga
a` func¸a˜o caracter´ıstica definida para a func¸a˜o de Wigner do campo sendo









(−1)J−M √2K + 1

 J K J
−M Q M −Q

 |J,M〉 〈J,M −Q| . (1.68)
Aqui usamos o s´ımbolo 3J de Wigner [57] e YKQ (θ, φ) sa˜o os harmoˆnicos esfe´ricos,
onde θ e´ o aˆngulo polar e θ = 0 coincide com o polo norte da esfera de Bloch. O
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aˆngulo φ e´ o aˆngulo azimutal e φ = 0 coincide a direc¸a˜o negativa do eixo y. Esta
func¸a˜o representa uma quase-probabilidade no espac¸o de fase cla´ssico, que neste caso
corresponde a esfera de Bloch com coordenadas θ e φ. A localizac¸a˜o nas varia´veis
angulares permite visualizar e quantificar se os valores esperados do operadore Jˆz,
associado a` varia´vel θ, e dos operadores Jˆx e Jˆy, associados a φ, esta˜o determinados
ou na˜o num estado atoˆmico qualquer. As func¸o˜es de Wigner atoˆmicas sa˜o usadas
para visualizar os efeitos da decoereˆncia quando uma colec¸a˜o de a´tomos interage
com o ambiente [58, 59], mas este tratamento e´ pouco encontrado na literatura.
Ao calcular a func¸a˜o de Wigner atoˆmica do operador densidade associado a um
estado de Dicke dado por
ρˆ = |J,M〉 〈J.M |
obtemos a seguinte expressa˜o















A forma da func¸a˜o de Wigner para o estado coerente e´ mais complexa e na˜o a
reproduzimos aqui [30]. Para ilustrar a forma da func¸a˜o de Wigner atoˆmica, repro-
duzimos na Fig.1.2 os gra´ficos apresentados por Dowling e colaboradores da func¸a˜o
f (θ, φ) ≡ 1 + WDicke para o estado fundamental |5,−5〉 e o estado |5, 0〉. Nesta
representac¸a˜o os valores que toma a func¸a˜o de Wigner podem ser vistos como va-
riac¸o˜es na esfera de raio unita´rio. Vemos que o estado fundamental, Fig.1.2(a), na˜o
tem parte negativa e o seu valor ma´ximo coincide com a direc¸a˜o negativa do eixo z,
onde θ = 0. A func¸a˜o de Wigner do estado de Dicke, Fig.1.2(b), mostra um valor
ma´ximo no equador da esfera com z = 0, devido a que a componente em z de um
vetor na esfera de Bloch esta´ relacionada com o valor esperado do operador Jˆz. O
ma´ximo positivo da func¸a˜o de Wigner atoˆmica da´ informac¸a˜o sobre este observa´vel.
A func¸a˜o esta´ localizada num anel, indicando que 〈Jˆx〉 e 〈Jˆy〉 sa˜o completamente
indeterminados para o estado de Dicke. Finalmente, na Fig.1.2(c), mostramos a
forma da func¸a˜o de Wigner para o estado coerente, onde vemos que esta e´ positiva
e bem localizada tanto em θ quanto em φ.
Outra forma de apresentar a func¸a˜o de Wigner e´ usando a representac¸a˜o polar
esfe´rica onde
x = W (θ, φ, t) sin (θ) cos (φ)
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(a) (b) (c)
Figura 1.2: Representac¸a˜o esfe´rica da func¸a˜o de Wigner sobre a esfera de Bloch. (a)
Estado fundamental |5,−5〉; (b) Estado de Dicke |5, 0〉 e (c) estado coerente atoˆmico
com γ = β = π/4. Jonathan P. Dowling et al., Phys. Rev. A 49, 4101 (1994).
y = W (θ, φ, t) sin (θ) sin (φ)
z = W (θ, φ, t) cos (θ). (1.70)
Esta representac¸a˜o permite, em alguns casos, visualizar melhor a estrutura da
func¸a˜o. Na Fig.1.3(a) reproduzimos a forma da func¸a˜o de Wigner atoˆmica para o
estado fundamental |11,−11〉, apresentado originalmente no trabalho de Benedict
e Czirja´k, onde a localizac¸a˜o do estado ao redor do polo sul da esfera de Bloch e´
evidente. Esta representac¸a˜o resulta ser conveniente para o estudo dos processos
de emaranhamento e/ou decoereˆncia conforme observamos a func¸a˜o para o “gato
polar” apresentado na Fig.1.3(b), onde e´ representado o valor absoluto da func¸a˜o ao




(|J, J〉 〈J, J |+ |J,−J〉 〈J,−J |+ |J,−J〉 〈J, J |+ |J, J〉 〈J,−J |) (1.71)
A func¸a˜o de Wigner atoˆmica possui dois lo´bulos principais, associados ao estado
fundamental |J,−J〉 e ao estado |J, J〉. A estrutura de interfereˆncia aparece clara-
mente ao redor do equador, onde a parte negativa esta´ indicada usando cor cinza
e o nu´mero de lo´bulos secunda´rios coincide com o nu´mero de a´tomos (neste caso
N = 5). Nos cap´ıtulos posteriores apresentaremos os nossos resultados usando esta
representac¸a˜o.
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(a) (b)
Figura 1.3: Representac¸a˜o polar esfe´rica da func¸a˜o de Wigner atoˆmica. (a) Estado
fundamental |5/2,−5/2〉. (b) Superposic¸a˜o dos estados |5/2,−5/2〉 e |5/2, 5/2〉. M.
G. Benedict and A. Czirja´k, Phys. Rev. A 60, 4034 (1999).
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Cap´ıtulo 2
Func¸a˜o de Wigner em dois
modelos de sistemas abertos.
Neste cap´ıtulo, analisamos a evoluc¸a˜o temporal da func¸a˜o de Wigner para dois pro-
blemas com reservato´rio onde a forma anal´ıtica do operador densidade e´ conhecida.
Informac¸o˜es sobre o processo de decoereˆncia, comportamentos assinto´ticos, e efei-
tos de dissipac¸a˜o na forma da func¸a˜o de Wigner podem ser obtidas usando esta
abordagem. Nosso objetivo ao estudar esta func¸a˜o nos dois problemas propostos
aqui, consiste em mostrar como o ca´lculo de func¸o˜es de quase-distribuic¸a˜o permite
visualizar o processo de decoereˆncia quando o estado inicial e´ uma superposic¸a˜o,
para posterior comparac¸a˜o com o caso bipartite onde o processo e´ de emaranha-
mento e na˜o e´ considerada interac¸a˜o com o ambiente. O trabalho apresentado neste
Cap´ıtulo foi realizado em colaborac¸a˜o com a Profa. Dra. Maria Carolina Nemes
(ICEx-UFMG) e o Prof. Dr. Jose´ Geraldo Peixoto de Faria (DCET-UESC).
Os dois problemas abordados sa˜o os seguintes: no primeiro, estudamos a dinaˆmica
de um modo de campo eletromagne´tico, descrito por um oscilador harmoˆnico e aco-
plado a um reservato´rio a` temperatura finita, preparado numa superposic¸a˜o de esta-
dos coerentes ou estado de gato de Schro¨dinger. Calculamos a forma geral da func¸a˜o
de Wigner, Eq.(1.42), usando a soluc¸a˜o geral da equac¸a˜o mestra de um oscilador
em contato com um reservato´rio a temperatura finita obtida por J.G. Peixoto de
Faria e M.C. Nemes [60]. Os resultados apresentados nesta parte sa˜o ja´ esperados e
encontrados na literatura [61, 19, 20], embora a forma apresentada aqui foi calculada
a partir de um operador densidade que pode ser usado no ca´lculo da evoluc¸a˜o de
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um estado inicial qualquer, sempre e quando este seja expandido na base de estados
de Fock.
No segundo problema consideramos um a´tomo, preparado num estado de su-
perposic¸a˜o, interagindo com um campo eletromagne´tico dispersivamente, preparado
num estado coerente, dentro de uma cavidade. O campo na cavidade esta´ acoplado
a um reservato´rio a T = 0. Calculamos a func¸a˜o de Wigner conjunta do sistema
a´tomo-campo definida por Czirja´k e Benedict [62], usando a soluc¸a˜o para o operador
densidade global encontrada pelos mesmos pesquisadores [50], e mostramos o com-
portamento das func¸o˜es de Wigner reduzidas dos subsistemas sendo os resultados
para a func¸a˜o de Wigner atoˆmica uma contribuic¸a˜o ine´dita [63]
2.1 Efeitos da temperatura sobre superposic¸o˜es
de estados coerentes.
Nesta primeita parte, calculamos a expressa˜o anal´ıtica da func¸a˜o de Wigner asso-
ciada a um operador densidade o qual e´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o mestra na aproximac¸a˜o
Born-Markov a` temperatura finita. Inicialmente, revisaremos rapidamente o resul-
tado para o operador densidade obtido por Peixoto de Faria e Nemes [60] para,
posteriormente, discutir os nossos resultados para a func¸a˜o de Wigner dependente
do tempo que da´ conta dos efeitos de um banho de osciladores no estado te´rmico.
2.1.1 Soluc¸a˜o da Equac¸a˜o Mestra.
Na aproximac¸a˜o de onda girante, a equac¸a˜o mestra que descreve o acoplamento









+ κ (n¯ + 1)
{[












aˆ†, ρˆ (t) aˆ
]}
, (2.1)





e´ o Hamiltoniano para o oscilador livre, κ e´ a constante de
amortecimento e n¯ e´ o nu´mero me´dio de fo´tons te´rmicos que depende da temperatura
seguindo a distribuic¸a˜o de Bose-Einstein definida na Eq.(1.36). Pode-se escrever a
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soluc¸a˜o da Eq.(2.1) usando o operador Liovilliano da forma
ρˆ (t) = eLtρˆ0. (2.2)
E´ poss´ıvel desacoplar o expoente eLt em termos de va´rias exponenciais como se segue








e−x (ey − 1)J
}
× exp {− (z + ıω0t)M} exp {− (z − ıω0t)P}, (2.3)
onde M = aˆ†aˆ, P = aˆ†aˆ, R = aˆ†  aˆ e J = aˆ  aˆ†. x,y e z sa˜o func¸o˜es









y = x + 2κt,
z = x + κt. (2.4)
Usando a Eq.(2.3), Peixoto de Faria e Nemes encontram uma expressa˜o geral
para o operador densidade, independente do estado inicial do campo. O operador e´
func¸a˜o dos operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o do oscilador harmoˆnico aˆ† e aˆ e dos
estados de nu´mero |n〉 sendo a sua forma final dada por

























pr+l,r+j = 〈r + l|ρˆ0|r + j〉.
Note-se que a forma geral deste operador permite calcular a evoluc¸a˜o temporal de
qualquer estado inicial no qual o campo eletromagne´tico possa ser preparado. Esta-
mos interessados em calcular a evoluc¸a˜o temporal da superposic¸a˜o de dois estados
coerentes, ou estado de gato, ja´ definido na Eq.(1.28). Para isso, nos interessa
calcular a evoluc¸a˜o do termo cruzado ρˆ0 = |α1〉 〈α2| obtendo como resultado



















Υˆ [α1, α2] , (2.6)
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onde definimos o operador Υˆ [α1, α2] como










Usando esta forma final, calcularemos a forma anal´ıtica da func¸a˜o de Wigner depen-
dente do tempo associada ao estado de gato de Schro¨dinger e analisamos os efeitos
da decoereˆncia sobre a func¸a˜o de Wigner do oscilador para o referido estado inicial.
2.1.2 Ca´lculo da func¸a˜o de Wigner.
A partir da Eq.(1.42) e depois de alguma a´lgebra, a func¸a˜o de Wigner tem a
forma [32]






〈−ξ| ρˆ (t) |ξ〉 e−2ξγ∗+2ξ∗γd2ξ, (2.7)
onde γ e ξ sa˜o varia´veis complexas e |±ξ〉 sa˜o estados coerentes. Usando o operador
densidade definido na Eq.(2.6), calculando a quantidade 〈−ξ| ρˆ (t) |ξ〉 e´ integrando
na varia´vel ξ, obtemos a forma final da func¸a˜o de Wigner do termo cruzado |α1〉 〈α2|




Γκn¯ (t) 〈α2|α1〉 exp {−2Γκn¯ (t) [γ − α1 (t)] [γ∗ − α∗2 (t)]}, (2.8)
onde αi (t) = αie
−(ıω0t+z) e Γκn¯ (t) e´ uma func¸a˜o que depende tanto da temperatura
e da constante de amortecimento quanto do tempo sendo
Γκn¯ (t) =
e−x
(2− e−x) . (2.9)
Resulta ser interessante calcular o comportamento assinto´tico tomando o limite





















Esta expressa˜o corresponde a` func¸a˜o de Wigner do estado te´rmico [64], sendo uma
func¸a˜o sime´trica centrada na origem do espac¸o de fase com largura e altura depen-
dentes do nu´mero me´dio de fo´tons do reservato´rio. Para T = 0 (n¯ = 0), a func¸a˜o e´
uma gaussiana centrada na origem, que corresponde a` func¸a˜o de Wigner do estado
fundamental (Confrontar com a Fig.1.1(a)). Para temperaturas crescentes, a largura
da func¸a˜o aumenta e a altura diminui.
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Esta soluc¸a˜o permite calcular uma boa quantidade de casos particulares. Ao
considerar o estado coerente, obtido da condic¸a˜o α1 = α2 = α, a func¸a˜o de Wigner








A temperatura nula (n¯ = 0), vemos que Γκn¯ = 1 e a func¸a˜o de Wigner tem a forma
Wα (γ, γ





Este resultado ja´ e´ reportado na literatura [65, 19] quando e´ considerada a
evoluc¸a˜o de um oscilador preparado num estado coerente com intensidade |α|2, le-
vando na conta so´ o termo dissipativo na equac¸a˜o mestra. Vemos que a func¸a˜o de
Wigner e´ uma gaussiana centrada no ponto correspondente a |α (t)|2 = |α|2 e−2κt e,
consequentemente, o sistema tende ao estado fundamental ja´ que α (t)→ 0 quando
t→∞.
Da mesma forma, podemos calcular a expressa˜o anal´ıtica da func¸a˜o de Wigner
dependente do tempo associado a uma mistura estat´ıstica. Substituindo cada termo


















Finalmente, podemos escrever a expressa˜o da func¸a˜o de Wigner dependente do
tempo quando consideramos um estado de gato de Schro¨dinger. Usando a Eq. 1.33
e seguindo o mesmo procedimento do usado nos dois casos anteriores, obtemos a





















Cabe comentar que para tempos suficiente longos, o estado coerente, a mistura
estat´ıstica e os estados de superposic¸a˜o tendem ate´ o estado te´rmico como podemos
ver ao calcular os limites para tempos longos das Eq.(2.13) e da Eq.(2.14).
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(a) ω0t = 0.0






(b) ω0t = 0.3






(c) ω0t = 0.6






(d) ω0t = 1.2






(e) ω0t = 2.0






(f) ω0t = 7.0






(g) ω0t = 12.0






(h) ω0t = 17.0






(i) ω0t = 20.0






(j) ω0t = 23.0






(k) ω0t = 26.0






(l) ω0t = 32.0
Figura 2.1: Curvas de n´ıvel da func¸a˜o de Wigner do gato par a T = 0K para os
tempos indicados e α = (2, 2), κ/ω0 = 0.1 e ω0 = 1.
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Figura 2.2: Evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner do mesmo estado inicial para os tempos
indicados e T = 0.2K, α = (2, 2), κ/ω0 = 0.1 e ω0 = 1.0. (a)ω0t = 1.0; (b)ω0t = 6.0;
(c)ω0t = 16.0; (d)ω0t = 200.
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Figura 2.3: Evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner do mesmo estado inicial para tempos
indicados e T = 4K, α = (2, 2), κ/ω0 = 0.1 e ω0 = 1.0. (a)ω0t = 0.05; (b)ω0t = 0.5;
(c)ω0t = 5.0; (d)ω0t = 50.0.
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Com o objetivo de visualizar o efeito da dissipac¸a˜o (α = (2, 2), κ/ω0 = 0.1 e
T = 0), a forma da func¸a˜o de Wigner para alguns tempos de interesse e´ mostrada na
Fig. 2.1 considerando como estado inicial o estado de gato par, definido na Eq.(1.30).
O estado inicial de superposic¸a˜o (gato par), ilustrado na Fig. 2.1(a), vai perdendo
os termos de interfereˆncia e finalmente, quando ω0τd ≈ 2.0, o sistema e´ uma mistura
estat´ıstica dos estados |α(τd)〉 e |−α(τd)〉, como observamos das Figs. 2.1(b-e). Para
tempos maiores, vemos como os dois pacotes que constituem a mistura estat´ıstica
perdem intensidade devido a` dissipac¸a˜o, Figs. 2.1(e-k), e finalmente o sistema atinge
seu estado assinto´tico: o estado fundamental do oscilador harmoˆnico, para o qual
a func¸a˜o de Wigner consiste em uma gaussiana centrada na origem do espac¸o de
fase, como vemos da Fig 2.1(l) para ωτr ≈ 25.0. Portanto, temos duas escalas de
tempo: a primeira e´ a chamada escala de decoereˆncia, onde o estado puro inicial
evolui ate´ uma mistura estat´ıstica de dois estados coerentes e a escala de relaxac¸a˜o
onde a mistura estat´ıstica evolui ate´ o estado fundamental, um estado puro.
A situac¸a˜o muda quando consideramos temperaturas diferentes de zero. Nas
Fig. 2.2 e Fig. 2.3 mostramos a evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner quando consideramos
como estado inicial o gato par, para o mesmo valor de α, κ/ω0 = 0.1 e dois valores
diferentes de temperatura, T = 0.2K e T = 4K. O nu´mero me´dio de fo´tons e´ calcu-
lado substituindo o valor da temperatura na estat´ıstica de Bose-Einstein, Eq. (1.36),
onde o valor da frequeˆncia do modo corresponde a`quela usada no experimento de
Paris [55]. Ale´m das curvas de n´ıvel, inclu´ımos os gra´ficos tridimensionais para ob-
servar as mudanc¸as na ordem de grandeza da func¸a˜o. Nos dois casos, o sistema
mante´m as duas escalas de tempo: a primeira para t ∼ τd na qual o estado de super-
posic¸a˜o perde os termos de interfereˆncia, e a escala de relaxac¸a˜o onde τd < t ∼ τr, na
qual os dois pacotes que formam a mistura estat´ıstica perdem intensidade ate´ atingir
o estado te´rmico. Quando a temperatura e´ baixa (nu´mero me´dio de fo´tons te´rmicos
pequeno), o tempo de decoereˆncia mante´m-se pequeno, como vemos ao comparar
os tempos associados a`s func¸o˜es de Wigner mostrada nas Figs. 2.2(a),2.3(a). Ve-
mos que ω0τd < 6.0 se T = 0.2 e ω0τd < 0.5 se T = 4.0. A medida que o tempo
passa, a largura da func¸a˜o de Wigner aumenta e a amplitude diminui ao aumentar
o nu´mero me´dio de fo´tons te´rmicos presente no sistema, como vemos ao comparar
as Figs. 2.2(b-d) com a mesma sequeˆncia da Fig. 2.3. Podemos estabelecer duas
diferenc¸as fundamentais com relac¸a˜o ao caso de temperatura nula: a escala de de-
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coereˆncia, τd, e´ menor quando a temperatura aumenta e o estado final na˜o e´ um
estado puro e sim um estado misto. Como t´ınhamos visto ao analisar o limite da
func¸a˜o de Wigner associada ao termo |α1〉 〈α2| para tempos longos, o efeito que a
temperatura tem sobre o sistema e´ leva´-lo, na˜o para o estado fundamental como no
caso a T = 0K, e sim ate´ o estado te´rmico.
2.2 Dissipac¸a˜o no sistema a´tomo-campo.
Nesta sec¸a˜o, apresentamos o ca´lculo da func¸a˜o de Wigner conjunta do sistema
a´tomo-campo e as func¸o˜es de Wigner reduzidas associadas ao micromaser onde sa˜o
consideradas perdas na cavidade e o sistema esta´ fora da ressonaˆncia [63]. Usare-
mos nesta sec¸a˜o o operador densidade soluc¸a˜o da equac¸a˜o mestra na aproximac¸a˜o
de Born-Markov para este problema, ja´ calculado por J.G. Peixoto de Faria e M.C.
Nemes [50]. As func¸o˜es de Wigner reduzidas permitem analisar a dinaˆmica do sis-
tema na representac¸a˜o do espac¸o de fase, da mesma forma que foi feito no caso
do campo em contato com um reservato´rio discutido na Sec¸a˜o anterior. Usando a
soluc¸a˜o para o operador densidade global da Ref. [50], constru´ımos a func¸a˜o de quase-
distribuic¸a˜o de Wigner conjunta proposta por Czirja´k e Benedict [62] no espac¸o de
fase completo definido pelo produto direto da esfera de Bloch e o espac¸o de fase do
campo eletromagne´tico. De posse deste resultado, calculamos as func¸o˜es de Wigner
reduzidas dos subsistemas, ao integrar sobre as varia´veis que na˜o desejamos. Inicial-
mente, revisaremos os resultados para o operador densidade para depois apresentar
os resultados do nosso ca´lculo da func¸a˜o de Wigner tanto do campo como do a´tomo.
Estas func¸o˜es permitem visualizar a dinaˆmica de interac¸a˜o e o emaranhamento dos
subsistemas, ao considerar um estado inicial particular e dissipac¸a˜o nula, ale´m de
estudar os efeitos sobre o estado atoˆmico quando o termo dissipativo e´ considerado.
2.2.1 Operador densidade para o modelo Jaynes-Cummings
com dissipac¸a˜o.
Para descrever o sistema onde a´tomo e campo interagem dentro de uma cavidade
de alto factor de qualidade Q, consideramos o modelo de Jaynes-Cummings que
descreve a interac¸a˜o de um a´tomo de dois n´ıveis interagindo com um campo eletro-
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magne´tico monocroma´tico dentro de uma cavidade dado pela expressa˜o (1.59) que
reproduzimos aqui
Hˆ = h¯ωcaˆ






Aqui ωc e´ a frequeˆncia do modo do campo, ωa e´ a frequeˆncia da transic¸a˜o entre
os n´ıveis do a´tomo e aˆ e aˆ† sa˜o os operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o boso´nicos com
comutador [aˆ, aˆ†] = 1. Os estados |e〉 e |g〉 do a´tomo permitem definir os operadores
σˆi, (i = 1, 2, 3). Modificamos a notac¸a˜o de maneira que Ω e´ a frequeˆncia de Rabi
que mede o acoplamento entre a´tomo e campo.
Fora da ressonaˆncia, no regime dispersivo |δ|/Ω √n + 1, sendo n o nu´mero de
fo´tons e δ = ωa − ωc o paraˆmetro de dessintonia, o Hamiltoniano efetivo do sistema









(aˆaˆ† + 1)|e〉〈e| − aˆaˆ†|g〉〈g|
]
. (2.16)






[HˆeffJC , ρˆ(t)] + Dˆρˆ(t), (2.17)
onde o operador Dˆ descreve as perdas dentro da cavidade. Para o caso onde a
temperatura e´ nula, este operador tem a forma
Dˆ = κ(2aˆ aˆ† − aˆ†aˆ− aˆ†aˆ). (2.18)
Aqui κ e´ a constante de dissipac¸a˜o e o s´ımbolo  indica o local onde o operador
densidade deve ser substitu´ıdo. J.G. Peixoto de Faria e M.C. Nemes [50, 67] resol-




(|e〉+ |g〉)⊗ |α〉, (2.19)
sendo |α〉 o estado coerente e |g〉 e |e〉 sa˜o os estados fundamental e excitado do
a´tomo, respectivamente. A soluc¸a˜o anal´ıtica para a evoluc¸a˜o temporal do operador




(|e, α(t)e−iω0t〉〈e, α(t)e−iω0t|+ |g, α(t)eiω0t〉〈g, α(t)eiω0t|
+eiΘ(t)+Γ(t)|e, α(t)e−iω0t〉〈g, α(t)e iω0t|
+e−iΘ(t)+Γ(t)|g, α(t)e iω0t〉〈e, α(t)e−iω0t|), (2.20)
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onde α(t) = α exp(−κt) e ω0 = Ω2/δ, e as func¸o˜es Γ(t) e Θ(t) sa˜o definidas como se
segue
Θ(t) = −ω0t + |α|
2κ
κ2 + ω20
[e−2κt(κsin2ω0t + ω0 cos 2ω0t)− ω0] (2.21)
Γ(t) = −|α|2(1− e−2κt)− |α|
2κ
κ2 + ω20
[e−2κt(κ cos 2ω0t− ω0 sin 2ω0t)− κ]. (2.22)
De posse deste resultado, os autores estudam a dinaˆmica da entropia linear de cada
subsistema, definida na Eq.(1.8). Cabe levantar alguns pontos da discussa˜o por eles
realizada que sera˜o de interesse ao analisar o comportamento da func¸a˜o de Wigner,
que sera´ calculada posteriormente:
1. Para tempos correspondentes a ω0t = mπ e κ = 0, a entropia linear e´ nula
e o estado do sistema e´ separa´vel, que pode ser expresso como um produto
direto de estados dos sub-espac¸os atoˆmico e de campo. No entanto, o estado
do campo e´ puro enquanto o a´tomo evolui ate´ um estado misto. Isto quer
dizer que o a´tomo carrega o grau de decoereˆncia do sistema a´tomo-campo nos
instantes onde o sistema na˜o esta´ emaranhado.
2. As propriedades do sistema a´tomo-campo sa˜o governadas pela presenc¸a do re-
servato´rio, onde tal efeito esta´ completamente associado a` func¸a˜o caracter´ıstica
Γ(t). Ao estudar a evoluc¸a˜o do operador densidade global, veˆ-se que o processo
de decoereˆncia na˜o e´ completo, ja´ que o operador densidade global na˜o evolui
ate´ uma mistura estat´ıstica dos pro´prios autoestados no limite de t→∞.
3. Embora o reservato´rio esteja acoplado ao campo na cavidade, a func¸a˜o Γ(t)
esta´ presente so´ na expressa˜o para a entropia linear do sistema atoˆmico.
4. Com relac¸a˜o aos subsistemas, quando o campo atinge o estado fundamental do
oscilador harmoˆnico, o qual e´ o estado assinto´tico do subsistema a temperatura
na˜o nula, conforme vimos na Sec¸a˜o 2.1, na˜o e´ poss´ıvel para o sistema atoˆmico
perder coereˆncia para tempos futuros. Isto e´ devido a que a decoereˆncia e´
induzida pelo ambiente e esta so´ pode acontecer no sistema por meio da in-
terac¸a˜o do campo com o reservato´rio. Portanto, a entropia linear atoˆmica
alcanc¸a valores menores a`quele associado a uma perfeita mistura estat´ıstica
dos n´ıveis |g〉 e |e〉. Este valor final da entropia reduzida depende tanto da
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intensidade do campo coerente preparado dentro da cavidade quanto do valor
da constante de dissipac¸a˜o.
2.2.2 Evoluc¸a˜o temporal das func¸o˜es de Wigner reduzidas.
Usando a forma do operador de matriz densidade global podemos calcular a func¸a˜o
de Wigner conjunta [62], sendo esta definida como













onde a func¸a˜o caracter´ıstica CKQ(ξ, ξ
∗, t) e´ dado por
CKQ(ξ, ξ





Aqui, j = 1
2
e´ o valor do spin, YKQ(θ, φ) sa˜o harmoˆnicos esfe´ricos, Tˆ
†
KQ e´ o operador
de multipolo que atua no sub-espac¸o de momento angular do a´tomo e Dˆ[ξ] = eξaˆ
†−ξ∗aˆ
e´ o operador de deslocamento no espac¸o de fase do campo, ja´ definido no Cap´ıtulo 1.
Substituindo a forma anal´ıtica do operador densidade, Eq. (2.20), na definic¸a˜o
Eq. (2.23) obtemos uma expressa˜o anal´ıtica, exata, da func¸a˜o de Wigner conjunta
do sistema a´tomo-campo dada por













[F+(t)Y1−1(θ, φ)− F−(t)Y11(θ, φ)]
}
, (2.24)








A func¸a˜o de Wigner do campo (a´tomo) pode ser calculada usando a expressa˜o
encontrada para a func¸a˜o conjunta de Wigner, Eq.(2.24), ao fazer o trac¸o sobre as
varia´veis de a´tomo(campo). Desta forma podemos definir:
Wa(θ, φ, t) =
∫




sin θdθdφW (β, β∗, θ, φ, t),
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onde os indices a e c indicam se nos referimos ao sistema atoˆmico ou do campo. Desta
forma, obtemos expresso˜es anal´ıticas para a func¸a˜o de Wigner de cada subsistema





















2(1+3e±2iω0t−4 cos (ω0t)e±iω0t). (2.27)
Estes resultados mostram como a func¸a˜o de Wigner associada ao campo e´ sempre
positiva. De fato, ela tem uma forma ana´loga a` func¸a˜o de Wigner da mistura
estat´ıstica de dois estados coerentes com amplitude igual a α(t) e diferenc¸a de fase
igual a 2ω0t, se a comparamos com a Eq.(1.46). Por outro lado, a func¸a˜o de Wigner
atoˆmica tem valores negativos, devido ao fato de estar associada a` evoluc¸a˜o de um
estado de superposic¸a˜o dos n´ıveis |g〉 e |e〉. Vemos que ela depende da func¸a˜o Γ(t),
indicando que a sua dinaˆmica e´ afetada pelo reservato´rio.
Na Figura 2.4 apresentamos as func¸o˜es reduzidas nos dois subespac¸os para o
tempo inicial. A func¸a˜o de Wigner do campo no plano β (neste caso β = x + ıy),
Fig.2.4(a), corresponde a uma gaussiana centrada no ponto α = (2, 0). A func¸a˜o
de Wigner atoˆmica na representac¸a˜o polar esfe´rica, Fig.2.4(b), corresponde a uma
superposic¸a˜o dos n´ıveis atoˆmicos preparada no instante inicial e tem dois lo´bulos
localizados no equador da esfera de Bloch: um deles positivo na direc¸a˜o positiva
do eixo x e outro na direc¸a˜o oposta, sombreado na figura, que corresponde a` parte
negativa. De novo, apresentamos o valor absoluto da func¸a˜o de Wigner atoˆmica
para facilitar a visualizac¸a˜o. Esta parte negativa da func¸a˜o de Wigner e´ devido ao
forte cara´ter na˜o-cla´ssico da superposic¸a˜o dos dois n´ıveis atoˆmicos na Eq.(2.19). De
fato e´ o ana´logo das franjas de interfereˆncia dos estados de superposic¸a˜o dos estados
coerentes |α〉 e |−α〉 da Fig. 2.1(a). Notemos que so´ aparece um lo´bulo negativo,
indicando que o estado de superposic¸a˜o esta´ associado a n´ıveis de um a´tomo so´
(confrontar com o exemplo dado na Fig.1.3(b)).
Num primeiro exemplo, apresentamos a evoluc¸a˜o das func¸o˜es de Wigner quando
as perdas na˜o sa˜o consideradas (κ = 0) o que corresponde a` situac¸a˜o descrita pelo
modelo Jaynes-Cummings. Na Fig. 2.5(a-d) mostramos quatro instantes diferentes:
vemos como o estado coerente inicial da Fig. 2.4(a) evolui ate´ um estado de mistura
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Figura 2.4: Func¸o˜es de Wigner Reduzidas dos subsistemas (a) campo e (b) a´tomo
no tempo inicial e α = (x, y) = (2, 0).
estat´ıstica de dois estados coerentes com α1 = (0, 2) e α2 = (0,−2), como e´ mostrado
na Fig. 2.5(a). Neste contexto, o fato do estado do campo estar representado por uma
mistura estat´ıstica, indica que os subsistemas esta˜o maximamente emaranhados.
Nos tempos correspondentes a` ω0t = mπ, a func¸a˜o de Wigner corresponde a`quela
associada a um estado coerente. A diferenc¸a de fase entre este estado e o estado
coerente inicial depende se m e´ par ou ı´mpar como podemos observar na Fig. 2.5(b,c).
Quer dizer que num per´ıodo igual a` T = π/ω0, o estado do subsistema volta a ser
puro. Denominaremos este tempo per´ıodo de recoeˆrencia onde usamos este termo
para referirmos a instantes onde os estados tanto no a´tomo quanto do campo sa˜o
estados puros e o estado global e´ separa´vel. Vemos que tambe´m pode ser definido
um per´ıodo de recorreˆncia, denotado como τ , que corresponde ao tempo no qual
o estado de subsistema volta ao estado original. Neste caso particular τ = 2π/ω0,
como vemos das Fig. 2.5(c,d).
Um comportamento equivalente e´ observado para o subsistema atoˆmico, ilus-
trado na Fig. 2.6(a-d). Podemos ver como a func¸a˜o de Wigner atoˆmica roda ao
redor do eixo z na direc¸a˜o definida pela regra da ma˜o direita. No tempo correspon-
dente a ω0t = π/2, Fig. 2.6(a), o parte negativa da func¸a˜o de Wigner desaparece,
assim como a assimetria e a forma da func¸a˜o e´ esfe´rica. Esta forma corresponde a
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Figura 2.5: Func¸a˜o de Wigner reduzida do campo no plano β sem dissipac¸a˜o (α = 2,
κ/ω0 = 0 e ω0 = 1) para (a) ω0t = π/2; (b) ω0t = π; (c) ω0t = 2π e (d) ω0t = 4π.
uma mistura estat´ıstica dos dois n´ıveis atoˆmicos, ja´ que todos os poss´ıveis estados
|J,M〉, correspondentes a todos os valores do operador Jˆz teˆm igual probabilidade de
estarem ocupados. Para tempos correspondentes aos mu´ltiplos inteiros do per´ıodo
de recoeˆrencia, o subsistema atoˆmico recobra a sua pureza e a fase relativa depende
da paridade do mu´ltiplo: Para m ı´mpar, o a´tomo evolui para uma superposic¸a˜o com
fase relativa ao estado inicial de π como podemos ver na figura Fig. 2.6(b). Para m
par, obtemos o estado original, Fig. 2.6(c,d).
Podemos dizer que o Hamiltoniano efetivo da interac¸a˜o dipolar na aproximac¸a˜o
dispersiva entre a´tomo e campo provoca o emaranhamento dos dois subsistemas. Na
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condic¸a˜o inicial estudada, os dois subsistemas sa˜o estados puros que evoluem ate´ mis-
turas estat´ısticas para tempos correspondentes a ω0t = mπ/2 sendo m ı´mpar. Por
sua vez, estas misturas evoluem ate´ um estado puro nos instantes correspondentes
a mu´ltiplos do per´ıodo de recoeˆrencia T = π/ω0. Consequentemente, podemos afir-
mar que o processo de emaranhamento e´ revers´ıvel. O conceito de emaranhamento
revers´ıvel sera´ de importaˆncia na ana´lise dos problemas que sera˜o apresentados nos
cap´ıtulos posteriores. Um outro aspecto que sera´ tratado tambe´m consiste na “re-
correˆncia” ou capacidade de um sistema de voltar ao estado no qual foi originalmente
preparado.
Figura 2.6: Func¸a˜o de Wigner atoˆmica reduzida no caso na˜o dissipativo usando os
mesmos paraˆmetros da Fig. 2.5. (a) ω0t = π/2, (b) ω0t = π, (c) ω0t = 2π e (d)
ω0t = 4π.
O comportamento muda quando consideramos dissipac¸a˜o no sistema como vemos
na Fig. 2.7(a-d), onde e´ mostrada a evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner do campo para
|α| = 1, κ/ω0 = 0.1 e ω0 = 1. A dinaˆmica dos pacotes ao redor da origem do
Liliana Sanz de la Torre Tese de Doutorado
52 2. Func¸a˜o de Wigner em dois modelos de sistemas abertos.
espac¸o de fase e´ similar a` associada ao caso na˜o dissipativo: o campo continua
evoluindo ate´ o estado de mistura estat´ıstica quando ω0t = (2m − 1)π/2, como
vemos na Fig. 2.7(a), recobrando a sua pureza quando ω0t = mπ. De novo, o
estado tem uma diferenc¸a de fase com relac¸a˜o ao estado original que depende de
se m e´ par ou ı´mpar. A intensidade do estado coerente atingido pelo sistema e´
cada vez menor como podemos observar na Fig. 2.7(b,c). O efeito da dissipac¸a˜o
consiste em fazer com que o estado do campo seja atra´ıdo ao estado fundamental do
campo. Vemos que, para tempos suficientemente grandes, a func¸a˜o de Wigner tem
a forma de uma gaussiana centrada na origem do estado de fase, Fig. 2.7 (d), que
coincide com a forma da func¸a˜o de Wigner do estado fundamental (ver Fig.1.1(a)).
O tempo que o sistema leva para relaxar ate´ o estado fundamental depende tanto
da constante de amortecimento, κ, quanto da intensidade inicial do estado coerente.
O estado assinto´tico coincide com aquele encontrado na Sec¸a˜o anterior quando o
modo do campo eletromagne´tico interage com o reservato´rio a T = 0, como vemos
ao comparar as Fig. 2.7(d) e a Fig. 2.1(l).
Mais interessante resulta observar a forma da func¸a˜o de Wigner atoˆmica para
diferentes valores de intensidade do campo e constante de amortecimento, κ. Na
Fig. 2.8(a-d) mostramos a evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner atoˆmica no caso de dis-
sipac¸a˜o fraca (κ/ω0 = 0.01) e intensidade moderada de campo eletromagne´tico
(|α| = 1). Na Fig. 2.8(a) encontramos um comportamento similar a`quele encontrado
no caso na˜o dissipativo: O sistema tende a` uma mistura estat´ıstica para ω0t = π/2.
Para o primeiro tempo para o qual o estado e´ separa´vel, ω0t = π, indicado na
Fig. 2.8(b), a parte negativa reaparece na func¸a˜o embora a sua intensidade decresce,
se comparamos com o estado inicial. Este processo continua ate´ a correspondente
volta do estado de campo para o estado coerente ω0t = 2π (Fig. 2.8(c)), onde o
lo´bulo negativo volta para sua posic¸a˜o original mas sua intensidade e´ significativa-
mente menor. O estado atoˆmico na˜o consegue voltar para o estado de superposic¸a˜o,
sendo agora um estado misto, embora na˜o evolua ate´ uma mistura estat´ıstica per-
feita (forma esfe´rica), como vemos na Fig. 2.8(d) onde a func¸a˜o de Wigner atoˆmica
conserva uma deformac¸a˜o na regia˜o na qual aparece o lo´bulo negativo no tempo
inicial.
Consideremos a evoluc¸a˜o das func¸o˜es de Wigner atoˆmicas quando aumentamos
o valor da constante de amortecimento κ/ω0 = 0.1, nos mesmos instantes de tempo
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Figura 2.7: Func¸a˜o de Wigner reduzida para o campo no plano β para α = 2,
κ/ω0 = 0.1 e ω0 = 1. (a) ω0t = π/2; (b) ω0t = π; (c) ω0t = 2π e (d) ω0t = 100π.
apresentados na Fig. 2.8, as quais sa˜o mostradas na Fig. 2.9(a-d). Quando ω0t =
π/2, a forma da func¸a˜o de Wigner e´ igual a`quela obtida para dissipac¸a˜o fraca,
onde o estado atoˆmico atinge uma mistura estat´ıstica, devido ao emaranhamento
com o campo eletromagne´tico. No tempo correspondente ao primeiro per´ıodo de
recoeˆrencia no caso na˜o dissipativo, Fig. 2.9(b), o lo´bulo negativo desaparece, embora
a deformac¸a˜o da superf´ıcie na regia˜o onde este lo´bulo apareceria ainda e´ observada.
O lo´bulo positivo, tanto para o caso de dissipac¸a˜o fraca quanto para o valor aqui
considerado, na˜o e´ afetado. Neste ponto e´ interessante observar o resultado para a
entropia linear do sistema atoˆmico obtido por Peixoto de Faria e Nemes neste tempo:
enquanto a entropia linear do campo e´ nula, a entropia linear do subsistema atoˆmico
e´ diferente de zero, indicando seu cara´ter de estado misto. Os nossos resultados
para a func¸a˜o de Wigner confirmam este resultado. No tempo correspondente ao
primeiro per´ıodo de recorreˆncia do caso na˜o dissipativo, mostrado na Fig. 2.9(c),
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Figura 2.8: Parametrizac¸a˜o esfe´rica da func¸a˜o de Wigner reduzida atoˆmica para
α = 1 e κ/ω0 = 0.01. (a) ω0t = π/2; (b) ω0t = π; (c) ω0t = 2π e (d) ω0t = 100π.
a forma assinto´tica do estado foi praticamente atingida, como podemos concluir
ao comparar com a Fig. 2.9(d). De fato, ao aumentar o valor da constante κ o
campo atinge mais rapidamente o estado fundamental e o subsistema atoˆmico, que
interage com o reservato´rio via o emaranhamento com o campo, atinge o seu estado
assinto´tico ao mesmo tempo.
Na sequeˆncia apresentada na Fig. 2.10(a-d) consideramos dissipac¸a˜o fraca, κ/ω0 =
0.1, e uma intensidade de campo maior, |α| = 2. Comparando com o casos discuti-
dos anteriormente, podemos ver como a func¸a˜o de Wigner atoˆmica tem uma simetria
mais similar a` esfe´rica, ainda para tempos correspondentes a` mu´ltiplos do per´ıodo de
recoeˆrencia. A forma da func¸a˜o esta´ relacionada com o valor final da entropia linear
do subsistema atoˆmico e olhando para estes resultados, podemos chegar a algumas
concluso˜es sobre o tipo de mistura que o subsistema atoˆmico atinge. Se compara-
mos as Fig. 2.9(d) e Fig. 2.10(d), observamos que para o primeiro caso, a func¸a˜o de
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Figura 2.9: Parametrizac¸a˜o esfe´rica da func¸a˜o de Wigner reduzida atoˆmica para
α = 1 e κ/ω0 = 0.1. (a) ω0t = π/2, (b) ω0t = π, (c) ω0t = 2π e (d) ω0t = 100π.
Wigner mante´m a assimetria e o estado na˜o relaxa para uma mistura estat´ıstica.
Pelo contra´rio, no caso de uma intensidade maior do campo, a func¸a˜o de Wigner
do estado assinto´tico possui uma maior simetria esfe´rica, indicando que o estado do
sistema e´ mais pro´ximo a` mistura estat´ıstica. Ale´m dos paraˆmetros considerados
anteriormente, a forma espec´ıfica da func¸a˜o de Wigner atoˆmica depende tambe´m da
relac¸a˜o entre o per´ıodo de recoeˆrencia τ = π/ω0 e o tempo quando o campo atinge
o estado fundamental. Dependendo de se o tempo no qual o campo atinge o estado
fundamental e´ pro´ximo ou na˜o de um mu´ltiplo do per´ıodo de recoeˆrencia, a forma
final da func¸a˜o de Wigner atoˆmica e´ menos ou mais parecida com uma esfera.
Estes resultados concordam com o comportamento das entropia lineares dos sub-
sistemas para diferentes valores de |α|2 reportadas por Peixoto de Faria e Nemes.
Podemos extrair estas informac¸o˜es da forma anal´ıtica para a func¸a˜o de Wigner
atoˆmica na Eq.(2.26). Vemos como o fator exponencial negativo (exp(−Γ(t))), pre-
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Figura 2.10: Parametrizac¸a˜o esfe´rica da func¸a˜o de Wigner reduzida atoˆmica para
α = 2 e κ/ω0 = 0.1. (a) ω0t = π/2, (b) ω0t = π, (c) ω0t = 2π e (d) ω0t = 100π.
sentes nas func¸o˜es f±(t) que acompanham os harmoˆnicos esfe´ricos Y1±1, faz com
que estas func¸o˜es adquiram valores muito pro´ximos de zero e so´ o harmoˆnico de
simetria esfe´rica Y00 (θ, φ) sobrevive para tempos longos. A forma da func¸a˜o de
Wigner atoˆmica para tempos suficientemente longos depende fortemente da inten-
sidade do campo e do valor da constante de amortecimento. Da mesma maneira,
podemos concluir que a forma das func¸o˜es de Wigner reduzidas indicam que, embora
o reservato´rio esteja acoplado ao campo eletromagne´tico, a dinaˆmica do subsistema
atoˆmico carrega os efeitos de dissipac¸a˜o. Incrementando a intensidade |α| do campo
coerente considerado como estado inicial, vemos como o sistema atoˆmico vai para
um estado com simetria quase-esfe´rica. Nestas situac¸o˜es, o estado assinto´tico do
sistema atoˆmico fica mais pro´ximo de uma mistura estat´ıstica.




A propagac¸a˜o lenta (velocidade de grupo igual a 17m/s) de um pulso de luz [68],
obtida em experimentos que envolvem tanto a Transpareˆncia Eletromagneticamente
Induzida (TEI) quanto tecnologia de a´tomos frios com o objetivo de criar uma
ressonaˆncia com largura de linha de transmissa˜o muito menor ao naturalmente as-
sociado aos a´tomos, tem despertado um interesse recente no estudo de propagac¸a˜o
de luz em meios na˜o-lineares. Um pulso que se propaga neste tipo de meio experi-
menta, ale´m da diminuic¸a˜o da velocidade de grupo, o aumento da eficieˆncia da na˜o-
linearidade Kerr [69] ja´ comprovada experimentalmente [70]. Esta magnificac¸a˜o de
intensidade sugere que propostas teo´ricas de aplicac¸o˜es usando interac¸a˜o na˜o-linear
tipo Kerr podem se tornar experimentalmente realiza´veis. Algumas destas propos-
tas esta˜o relacionadas com a gerac¸a˜o de superposic¸o˜es macrosco´picas de estados
coerentes de oscilador harmoˆnico, chamadas de “gatos de Schro¨dinger”, problema
que foi abordado por alguns autores [40, 71]. Tambe´m sa˜o discutidos na litera-
tura fenoˆmenos como colapsos e ressurgimentos [72], ressurgimentos fracionais [73]
e gerac¸a˜o de estados maximamente emaranhados [74]. Nestes trabalhos, o modelo
usado considera dois pulsos de luz interagindo num meio na˜o-linear, onde os cam-
pos sa˜o descritos como osciladores harmoˆnicos e o termo de interac¸a˜o sa˜o poteˆncias
qua´rticas dos operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o. O modelo que melhor se ajusta a
esta situac¸a˜o e´ o modelo qua´rtico bidimensional.
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Este modelo resulta importante na descric¸a˜o da interac¸a˜o de dois condensados de
Bose-Einstein [43]. A interac¸a˜o entre os dois condensados esta´ associada a`s coliso˜es
de dois corpos [75, 76]. A gerac¸a˜o tanto de estados emaranhados quanto estados de
gato de Schro¨dinger teˆm sido discutidas usando um modelo simples de dois modos
bosoˆnicos onde cada um destes modos descreve um condensado com diferentes graus
de liberdade [77, 78]. A forma do Hamiltoniano coincide com aquele que estuda-
remos a continuac¸a˜o. Neste cap´ıtulo estamos interessados na soluc¸a˜o anal´ıtica da
equac¸a˜o de Schro¨dinger associada ao Hamiltoniano que descreve a interac¸a˜o de dois
osciladores qua´rticos acoplados via dois tipos de interac¸a˜o: bilinear e biquadra´tico.
O primeiro deles corresponde ao associado a` interac¸a˜o dipolar na aproximac¸a˜o de
onda girante e o segundo, na˜o-linear, e´ uma func¸a˜o da poteˆncia quadra´tica do Ha-
miltoniano que descreve o sistema de dois osciladores na˜o interagentes. Uma vez
calculada a soluc¸a˜o global dependente do tempo podemos encontrar, tomando o
trac¸o parcial sobre as varia´veis de um dos osciladores, os operadores densidade as-
sociados aos subsistemas. De posse deste operador, e´ poss´ıvel analisar a dinaˆmica
do emaranhamento ao estudar a evoluc¸a˜o da entropia linear reduzida e determi-
nar os efeitos de cada termo de interac¸a˜o na evoluc¸a˜o do estado inicial escolhido.
Analisaremos as condic¸o˜es necessa´rias para a obtenc¸a˜o de superposic¸o˜es de estados
coerentes dependendo tanto do estado inicial quanto dos paraˆmetros f´ısicos associa-
dos ao Hamiltoniano livre (ω0) e aos termos de interac¸a˜o (ωg e ωλ). Posteriormente,
estudaremos o comportamento do emaranhamento quando o estado inicial e´ um
produto de estados coerentes no limite de h¯→ 0 usando os nossos resultados para a
entropia linear reduzida e a func¸a˜o de Husimi. A ana´lise destes resultados permite
estabelecer um tempo de ruptura que separa em dois regimes diferentes a dinaˆmica
do sistema [79] e compararemos a dependeˆncia no valor da constante de Planck
deste tempo de ruptura com o previsto para a escala de Ehrenfest [80, 81, 82]. Este
trabalho foi realizado em conjunto com o Dr. Renato Moreira Angelo, na data aluno
do IFGW e orientado da Prof. Dra. Kyoko Furuya. A ana´lise do ana´logo cla´ssico
deste sistema e comparac¸o˜es entre o comportamento de distribuic¸o˜es estat´ısticas e
algumas das soluc¸o˜es do problema mecaˆnico quaˆntico aqui apresentadas, podem ser
encontradas na tese de doutorado do mesmo autor [18].
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3.1 Soluc¸a˜o da Equac¸a˜o de Schro¨dinger e dinaˆmica
do emaranhamento.
Nosso sistema consiste em dois osciladores com a mesma frequeˆncia sendo um dos
termos de interac¸a˜o de cara´ter bilinear, associado a` interac¸a˜o dipolar na aproximac¸a˜o
de onda girante, e considerando tambe´m uma interac¸a˜o na˜o-linear, qua´rtica. Ha-
miltoniano quantizado que descreve o sistema foi apresentado na Eq.(1.49) e que
re-escrevemos a seguir



























O Hamiltoniano Hˆ0 e os termos de interac¸a˜o formam um conjunto de operadores








Como consequeˆncia desta propriedade, podemos usar a mesma base de autoes-
tados do Hamiltoniano livre, a base de estados de Fock, para descrever o problema
ao considerarmos as interac¸o˜es. Tambe´m e´ poss´ıvel o estudo dos efeitos de cada
interac¸a˜o separadamente, o que simplifica consideravelmente o ca´lculo da soluc¸a˜o
anal´ıtica do estado global do sistema. E´ de nosso interesse encontrar as soluc¸o˜es
|ψ (t)〉 = e− ıh¯ Hˆt |ψ(0)〉 = e− ıh¯ Hˆt |ψ1(0)〉 ⊗ |ψ2(0)〉 (3.4)
onde Hˆ e´ o Hamiltoniano definido na Eq.(3.1) e consideraremos treˆs tipos diferentes
de estados iniciais |ψ(0)〉. No primeiro deles, cada um dos osciladores e´ preparado
num estado de Fock. O segundo estado inicial de interesse e´ o produto direto de
estados coerentes de osciladores harmoˆnicos e num terceiro estado consideramos um
dos osciladores preparado no estado coerente sendo o outro um estado de Fock.
Uma vez calculado |ψ (t)〉, e lembrando que o nosso estado global e´ puro, podemos
calcular a forma do operador densidade total usando a definic¸a˜o (1.3)
ρˆ (t) = |ψ (t)〉 〈ψ (t)| . (3.5)
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Os correspondentes operadores densidade reduzidos, ρˆk (t), podem ser calculados
tomando o trac¸o sobre as varia´veis do subsistema que na˜o nos interessa




〈j| ρˆ (t) |j〉 , (3.6)
sendo |j〉 um estado de Fock. Este operador e´ de extrema importaˆncia ja´ que sera˜o
calculadas medidas de perda de pureza dos subsistemas atrave´s do mesmo. Ja´ que
o sistema e´ bipartite e os estados iniciais de cada subsistema sa˜o puros, usaremos a
entropia linear reduzida, definida na Eq.(1.8) e a entropia de Von-Neumman
Sk = −Trk(ρˆk ln ρˆk). (3.7)
Uma outra quantidade que sera´ usada tanto na determinac¸a˜o de condic¸o˜es de for-
mac¸a˜o de superposic¸o˜es de estados coerentes quanto na ana´lise do comportamento
semicla´ssico do sistema e´ a func¸a˜o de Husimi, dada pela Eq.(1.39).
3.1.1 Soluc¸a˜o anal´ıtica para um produto direto de estados
de Fock
Nesta primeira parte, definiremos como estado inicial o produto direto de dois esta-
dos de Fock
|ψ(0)〉 = |n1〉1 ⊗ |n2〉2 ≡ |n1, n2〉 . (3.8)
Primeiro apresentaremos um resumo do ca´lculo da evoluc¸a˜o temporal do estado in-
icial onde analisaremos a forma final do estado global extraindo algumas informac¸o˜es
sobre a dinaˆmica do sistema. Numa segunda parte, sera˜o apresentados os nossos
resultados para a entropia linear reduzida seguido de uma breve ana´lise sobre as
condic¸o˜es de recuperac¸a˜o de separabilidade.
Com o objetivo de encontrar a evoluc¸a˜o temporal deste estado, usamos uma nova








Podemos conectar as duas diferentes bases de autoestados dos operadores aˆ e Aˆ. Isto
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ci,j(n1, n2) |N − (i + j), (i + j)〉A , (3.10)
onde








[N − (i + j)]!(i + j)!
2Nn1!n2!
,
N = 〈n1, n2|Nˆ1 + Nˆ2|n1, n2〉 = n1 + n2. (3.11)
Aqui, N e´ o nu´mero de excitac¸a˜o e o sub´ındice a faz refereˆncia ao espac¸o dos
operadores bosoˆnicos originais e A denota estados associados aos novos operadores.
A u´nica imposic¸a˜o feita no ca´lculo consiste em que o estado fundamental seja descrito
pelo mesmo vetor em qualquer das duas representac¸o˜es (|0〉a ≡ |0〉A).
O Hamiltoniano (3.1) pode ser escrito usando os novos operadores de nu´mero do
k-e´simo oscilador, Nˆk = Aˆ
†
kAˆk, pois e´ diagonal nesta representac¸a˜o














Nˆ1 + Nˆ2 + 1
)2
. (3.12)
Usando a u´ltima expressa˜o, e considerando o estado inicial da Eq.( 3.10), encon-
tramos a forma para o estado evolu´ıdo |ψ (t)〉 assim






2ı(i+j)ωλt |N − (i + j), (i + j)〉A , (3.13)
A quantidade Φ = ω0t(N + 1) + ωλtN + ωgt(N + 1)2 e´ uma fase global que
depende tanto de ωλ, associada a` interac¸a˜o bilinear, quanto de ωg, relacionada com
o termo qua´rtico. Depois de realizar alguns ca´lculos alge´bricos (Apeˆndice A.1),
podemos escrever este mesmo resultado como uma func¸a˜o dos operadores bosoˆnicos
originais chegando a` seguinte forma final, onde a fase global na˜o e´ inclusa
|ψ (t)〉 =
[











O nosso resultado ja´ nos permite entender alguns aspectos da dinaˆmica do ema-
ranhamento. O primeiro e´ o fato da interac¸a˜o qua´rtica na˜o ter nenhum efeito sobre
a evoluc¸a˜o temporal nesta condic¸a˜o inicial particular, ja´ que so´ contribui ao estado
evolu´ıdo com uma fase global. O emaranhamento e´ devido somente a` interac¸a˜o bi-
linear. Analisando o estado global, definido na expressa˜o (3.14), podemos definir
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dois tempos de interesse particular para os quais o estado do sistema volta a ser





) com l inteiro obtemos
|ψ(Tl)〉 = (−ı)n1+n2(−1)l(n1+n2) |n2, n1〉
= e−ıΦ(Tl) |n2〉 ⊗ |n1〉 , (3.15)
onde Φ(Tl) e´ uma fase global. Este estado e´ separa´vel mas diferente do estado
original. De fato, nestes instantes, ha´ uma troca dos ı´ndices correspondentes aos
nu´meros de fo´tons entre os dois subsistemas, se compararmos com o instante inicial.
Chamaremos a este tempo per´ıodo de recoereˆncia devido ao fato dos subsistemas
recobrarem a pureza nestes tempos particulares.
Para tempos correspondentes a τl = l
π
ωλ
, de novo com l inteiro, o estado do
sistema pode ser escrito como
|ψ(τl)〉 = (−1)l(n1+n2) |n1, n2〉
= e−ıΦ(τl) |n1〉1 ⊗ |n2〉1 . (3.16)
Nestes tempos o sistema volta para o estado original. O tempo τ1 sera´ definido como
o per´ıodo de recorreˆncia do sistema. Para tempos diferentes dos discutidos acima,
os subsistemas esta˜o emaranhados, na˜o sendo poss´ıvel escrever o estado global do
sistema como um produto direto dos estados dos subsistemas separadamente.
Conve´m escrever o estado global, aplicando os operadores da Eq.(3.14), na re-






Ci,m (t) |n1 − i + m,n2 −m + i〉 , (3.17)













Na pro´xima sec¸a˜o usaremos a expressa˜o anterior do estado global evolu´ıdo no ca´lculo
da entropia linear reduzida, de maneira que seja poss´ıvel estudar sistematicamente
a dinaˆmica do emaranhamento.
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Propriedades do emaranhamento para a condic¸a˜o inicial |n1〉1 ⊗ |n2〉1.
Um primeiro passo no estudo das propriedades de emaranhamento consiste no
ca´lculo da matriz densidade reduzida de um dos subsistemas. De posse deste resul-
tado usaremos uma medida de entropia apropriada e assim estudaremos as proprie-
dades do emaranhamento. Usando a Eq.(3.17) podemos calcular a matriz densidade





ζl (t) |l〉〈l|, (3.19)








i′,m′ (t) δi−m,i′−m′ δn1−l,i−m. (3.20)
Aqui usamos os coeficientes definidos na Eq.(3.18) e os autovalores satisfazem a
condic¸a˜o do trac¸o
∑
ζl (t) = 1. Uma expressa˜o ana´loga e´ encontrada ao trac¸armos
as varia´veis do primeiro oscilador e encontrarmos a matriz densidade reduzida do
segundo subsistema. Vemos da Eq.(3.19), que estas matrizes sa˜o diagonais na base
de estados de nu´mero, sendo poss´ıvel calcular tanto a entropia linear reduzida, δk,
quando a entropia de Von Neumman, Sk, devido ao fato de que estas quantidades
podem ser expressas em termos dos autovalores da matriz densidade reduzida como
se segue
Sk = −Trk(ρˆk ln ρˆk) = −
n1+n2∑
l=0
ζl (t) ln (ζl (t)),





O per´ıodo de recoereˆncia T1 =
π
2ωλ
ja´ determinado da ana´lise da separabilidade da
Eq.(3.14), e´ confirmado pela dependeˆncia temporal dos autovalores ζl (t) que esta´
contida nas func¸o˜es oscilato´rias com per´ıodo associado a` frequeˆncia ωλ. Podemos
ver isto ao calcular alguns casos particulares com valores de nk pequenos como
mostramos a seguir:
• Para |ψ(0)〉 = |1, 0〉 temos
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• Para |ψ(0)〉 = |1, 1〉 temos













(5 + 3 cos 4ωλt) . (3.23)
• Para |ψ(0)〉 = |2, 0〉 temos





















(13 + 3 cos 4ωλt) . (3.24)
























Figura 3.1: (a) Entropia linear reduzida para treˆs estados iniciais: |1, 0〉 (linha
cont´ınua), |1, 1〉 (linha pontilhada) e |2, 0〉 (linha cont´ınua mais espessa). (b) Entro-
pia linear reduzida para o estado inicial (|n1, n2〉), onde n2 = 3 e os valores de n1
esta˜o especificados na legenda.
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Na Figura 3.1(a) apresentamos os resultados obtidos para a entropia linear reduzida
nos casos particulares correspondentes a`s Eqs.(3.22-3.24). Notamos que, ale´m das
oscilac¸o˜es associadas ao per´ıodo de recoereˆncia, aparecem oscilac¸o˜es secunda´rias
para certos valores de nk. De fato, na Fig.3.1(b) observamos que as oscilac¸o˜es
aumentam a` medida que aumentamos o valor do nu´mero me´dio inicial de fo´tons de
um dos osciladores, conservando fixo o nu´mero me´dio de fo´tons do segundo oscilador.
Isto pode ser entendido da Eq.(3.19) onde os termos do somato´rio, que correspondem
ao nu´mero de estados acess´ıveis, aumenta quando n2 aumenta e o subsistema pode
passar atrave´s de um nu´mero maior de estados acess´ıveis, o que significa um aumento
no valor ma´ximo da entropia linear reduzida.
Podemos terminar a nossa ana´lise dizendo que a dinaˆmica do sistema de dois
osciladores acoplados via os termos de interac¸a˜o bilinear e qua´rtico quando o estado
inicial do sistema e´ um produto direto de estados de Fock esta´ governada pelo termo
bilinear, sendo o efeito da interac¸a˜o na˜o linear apenas uma contribuic¸a˜o a` fase global
do estado do sistema. O sistema apresenta emaranhamento revers´ıvel com per´ıodo
de recoereˆncia que depende da frequeˆncia ωλ. E poss´ıvel tambe´m definir um per´ıodo
de recorreˆncia do sistema, τ1, sendo este o tempo no qual o sistema volta ao estado
inicial. Este tempo corresponde ao dobro do per´ıodo de recoereˆncia, com a excec¸a˜o
do caso onde o nu´mero me´dio de fo´tons dos osciladores e´ o mesmo no instante inicial
onde se cumpre que τ1 = T1. Na pro´xima sec¸a˜o usaremos os resultados encontrados
aqui para encontrar a soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Schro¨ndinger quando o estado inicial e´
considerado como um produto direto de estados coerentes do oscilador harmoˆnico.
3.1.2 Evoluc¸a˜o temporal do produto de estados coerentes.
Neste caso particular, o nosso estado inicial tem a forma dada por

















Para encontrar a soluc¸a˜o para o estado evolu´ıdo, usaremos tanto o resultado
encontrado para a evoluc¸a˜o temporal da condic¸a˜o inicial de produtos de estado de
nu´mero, Eq.(3.14), quanto as relac¸o˜es de comutac¸a˜o, Eq.(3.3). De novo, apresen-
taremos primeiro a soluc¸a˜o geral seguida pelo ca´lculo do operador densidade e da
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entropia linear reduzida. De posse desta quantidade, analisaremos a dinaˆmica do
emaranhamento.
Usando a Eq.(3.14) e as regras de comutac¸a˜o definidas na Eq.(3.3), podemos
re-escrever a equac¸a˜o para a evoluc¸a˜o do estado inicial como







Aplicando primeiro o Hamiltoniano livre e a interac¸a˜o bilinear obtemos





























Vˆgt|β1 (t) , β2 (t)〉, (3.28)
onde definimos a quantidade βk (t) (k = 1, 2) como
βk (t) = e
−ıω0t(αk cosωλt− ıαj sinωλt), (3.29)
sendo j diferente de k e Dˆi[βi (t)] e´ o operador de deslocamento. Este resultado
preliminar mostra como a interac¸a˜o bilinear na˜o emaranha um produto de estados
coerentes, sendo o estado global separa´vel para todo tempo. O efeito do termo
bilinear consiste numa mudanc¸a da amplitude (αi → βi), que depende tanto da
frequeˆncia ωλ quanto do valor de αk dos estados iniciais.
Ao aplicar o termo na˜o linear sobre o resultado anterior, obtemos a forma final
do estado evolu´ıdo





























Esta quantidade sera´ chamada de ac¸a˜o caracter´ıstica do sistema, e a comparac¸a˜o
dela com relac¸a˜o ao valor da constante de Planck sera´ importante quando fizermos
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a ana´lise do comportamento semicla´ssico do sistema. Embora a ana´lise direta desta
expressa˜o nos permita em princ´ıpio encontrar as condic¸o˜es de separabilidade e re-
correˆncia, vamos voltar a esta questa˜o uma vez encontrada a expressa˜o anal´ıtica
para a entropia linear reduzida. Contrastando com a condic¸a˜o inicial anterior, e´
conveniente extrair as informac¸o˜es necessa´rias para o estudo da dinaˆmica do emara-
nhamento em termos do comportamento da entropia linear para depois voltar a nossa
atenc¸a˜o para o estado do sistema dado pela Eq.(3.30). Cabe anotar que, ao calcular
o valor esperado das quadraturas do campo, Qˆk e Pˆk usando a expressa˜o (3.30),
eles apresentam colapsos e ressurgimentos. Exclu´ımos estes resultados da discussa˜o
geral, e o ca´lculo anal´ıtico destas quantidades esta´ contido no Apeˆndice A.
Propriedades do emaranhamento para a condic¸a˜o inicial |α1〉1 ⊗ |α2〉2.
Neste caso particular, usaremos a entropia linear reduzida como uma medida do
emaranhamento entre os subsistemas. Usando a soluc¸a˜o para o estado evolu´ıdo,
dada pela Eq.(3.30), e lembrando que ωg = h¯g escrevemos o operador densidade
como

















onde denotamos βk (t) simplesmente como βk. Usando esta u´ltima expressa˜o, pode-
mos calcular o operador densidade reduzido ao trac¸ar sobre as varia´veis do subsis-
tema que na˜o nos interessa. Para o k-e´simo oscilador a matriz densidade reduzida
e´ dada por











2−m2+2(n−m)] |n〉 〈m| , (3.33)
onde k = j. Lembrando a definic¸a˜o para a entropia linear reduzida, Eq.(1.8), vemos
que e´ preciso calcular o trac¸o do quadrado da matriz densidade reduzida definida
pela Eq.(3.33), sendo o resultado final dado por








2 sin2 [ωgt(n−m)]. (3.34)
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Atrave´s desta expressa˜o, podemos obter as condic¸o˜es nas quais os subsistemas na˜o
esta˜o emaranhados. Para isto, e´ suficiente cumprir a igualdade
Trk[ρˆ
2










Podemos identificar duas condic¸o˜es diferentes, a saber:
1. Condic¸a˜o dependente do paraˆmetro da interac¸a˜o. Independentemente
dos paraˆmetros associados aos estados coerentes no tempo inicial, podemos de-
finir tempos onde o estado global e´ separa´vel, os quais dependem da constante










θl = ωgTl (n−m) = πl (n−m) ,
onde θl e´ o argumento da func¸a˜o sinusoidal presente na exponencial dentro da
















como quer´ıamos demonstrar. Desta forma, podemos definir um per´ıodo T1 que
depende da frequeˆncia ωg associada a` interac¸a˜o na˜o-linear onde os estados dos
subsistemas voltam a ser puros, sendo o estado global separa´vel. Ao substituir
estes tempos na Eq.(3.30), obtemos a seguinte forma para o estado global:















∣∣∣(−1)l β1(Tl)〉⊗ ∣∣∣(−1)l β2(Tl)〉 . (3.37)
Nestes tempos, os estados dos subsistemas sa˜o estados coerentes com intensi-
dade dependente do valor de βk, e a suas fases que mudam ou na˜o dependendo
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se o valor do paraˆmetro l e´ ı´mpar ou par. Cabe dizer que esta condic¸a˜o per-
mite que o estado volte ao estado original (recorreˆncia) so´ se as razo˜es ω0/ωg
e ωλ/ωg sa˜o nu´meros racionais, como podemos corroborar facilmente olhando
as quantidades βk (t) na Eq.(3.29).
2. Condic¸a˜o dependente dos paraˆmetros dos estados iniciais. Uma outra
condic¸a˜o em que a igualdade da Eq.(3.35) e´ cumprida, esta´ relacionada com
as quantidades βk que dependem dos valores de αk, ou seja, dos paraˆmetros
dos estados coerentes iniciais. Vemos que, para βk = 0 e βj = 0, temos
Trk[ρˆ
2
k (t) ] = e
−2(0)1× 1× e−|βj(t)|2×0
= 1. (3.38)
Da mesma forma, se βk = 0 e βj = 0 obtemos
Trk[ρˆ
2





















Se consideramos o caso em que β2 = 0 e β1 = 0, o nosso estado evolu´ıdo toma
a seguinte forma









|n〉1 ⊗ |0〉2 . (3.40)
Uma expressa˜o ana´loga e´ obtida quando β1 = 0 e β2 = 0. Vemos que o estado
de um dos osciladores corresponde ao estado fundamental enquanto o outro
oscilador esta´ num estado de superposic¸a˜o de estados de Fock. Para que a
quantidade βk seja nula, deve se cumprir simultaneamente
Re (αk) cosωλt + Im (αj) sinωλt = 0
e
Im (αk) cosωλt− Re (αj) sinωλt = 0.
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Podemos reescrever as condic¸o˜es anteriores de uma forma mais apropriada. Se
e´ cumprida a igualdade
Re (αk) Re (αj) + Im (αk) Im (αj) = 0, (3.41)
















Figura 3.2: Evoluc¸a˜o temporal da entropia linear reduzida de um oscilador
harmoˆnico para um estado inicial produto de estados coerentes com h¯ = 1.0,
ωg = 0.1, ωλ = 0.2 e ω0 = 1.0. Linha cont´ınua: q01 = p01 = q02 = p02 = 1.0.
Linha pontilhada: q01 = 1.0, p01 = 1.0, q02 = −p01 e p02 = q01, onde e´ satisfeita a
Eq.(3.41)
Para ilustrar melhor a dinaˆmica do emaranhamento, apresentamos na Fig. 3.2 os
nossos resultados para a entropia linear reduzida como func¸a˜o do tempo, conside-
rando duas condic¸o˜es iniciais. Numa primeira escolha (linha cont´ınua) a entropia
linear reduzida possui valores nulos so´ para tempos correspondentes a` condic¸a˜o (1)
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onde Tl = lπ/ωg. Isto ocorre porque os valores escolhidos para α1 e α2 na˜o cumprem
a condic¸a˜o definida na Eq.(3.41) e os tempos de recoereˆncia sempre correspondem a
mu´ltiplos do per´ıodo de recoereˆncia T1. Para instantes diferentes dos tempos Tl, o
valor da entropia linear reduzida e´ diferente de zero indicando que o estado do subsis-
tema na˜o esta´ num estado puro e o estado global na˜o e´ separa´vel. A situac¸a˜o muda
quando os paraˆmetros que definem as intensidades dos campos coerentes iniciais sa˜o
escolhidos tal que a condic¸a˜o dada pela Eq.(3.41) e´ cumprida (linha pontilhada).
Desta forma, obtemos tempos diferentes do per´ıodo Tl para os quais a entropia
linear reduzida e´ nula. Para a escolha de paraˆmetros mostrada na Fig.3.2, onde
ωλt
j






onde l e´ um inteiro ı´mpar. Dado que um dos osciladores evolui ate´ uma superposic¸a˜o
de estados de Fock, a possibilidade de obter estados de gato de Schro¨dinger nestes
instantes sera´ discutida numa sec¸a˜o posterior.
3.1.3 Evoluc¸a˜o Temporal do estado inicial |n1〉1 ⊗ |α2〉2.
Nesta sec¸a˜o, calculamos a evoluc¸a˜o temporal do estado inicial
|ψ (0)〉 = |n1〉1 ⊗ |α2〉2 , (3.44)
onde usaremos novamente a parametrizac¸a˜o α2 =
q02+ıp02√
2h¯
. Ja´ que conhecemos as
propriedades da a´lgebra definidas pelos operadores que esta˜o contidos na Eq.(3.3),
conve´m encontrar o estado calculando primeiro o efeito do termo na˜o-linear do
Hamiltoniano, obtendo















h¯(Hˆ0+Vˆωλ)t |n1,m〉 , (3.45)
onde denotamos α2,n1 = α2e
−ıωgt(2n1+1), tirando a dependeˆncia expl´ıcita no tempo.
Lembrando que a Eq.(3.14) pode ser interpretada como um resultado para a evoluc¸a˜o
temporal do produto de estados de nu´mero quando ωg = 0, usamos este resultado
na Eq.(3.45) obtendo a expressa˜o final
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×
(




|0, 0〉 . (3.46)
Observando a forma anterior para o estado evolu´ıdo, Eq.(3.46), podemos defi-
nir um per´ıodo de recoereˆncia da mesma maneira que foi definido para o caso da
evoluc¸a˜o temporal do produto de estados de nu´mero e estados coerentes. O per´ıodo







onde l e´ um nu´mero inteiro. Se l e´ par ou ı´mpar, obtemos formas diferentes para o
estado evolu´ıdo, como veremos a seguir:
1. Caso l par: Neste caso, o nosso per´ıodo de recoereˆncia pode ser redefinido
como T2j = jπ/ωλ (j = 1, 2...). Lembrando que cos jπ = (−1)j e sin jπ = 0
podemos reescrever o estado global dado pela Eq.(3.46) como











≡ |n1〉1 ⊗ |φ (T2j)〉2 , (3.48)
onde β2 = α2e
−ıπje−ıT2j [(2n1+1)ωg+ω0].




estado evolu´ıdo pode ser reescrito da forma











≡ |φ (T2j−1)〉1 ⊗ |n1〉2 (3.49)
onde β2 = α2e
−ıπ( 2j−12 )e−ıT2j−1[(2n1+1)ωg+ω0]
Para cada caso, os ı´ndices (1, 2) indicam o oscilador ao qual pertence o estado
e |φ (Tl)〉 e´ uma superposic¸a˜o de estados de Fock. Nestes instantes, os subsistemas
na˜o esta˜o emaranhados e, independentemente de qualquer outra condic¸a˜o, eles sa˜o o
produto direto do estado de nu´mero preparado no instante inicial e o estado |φ (Tl)〉.
A possibilidade de obter nestes instantes superposic¸o˜es de estados coerentes sera´
discutida posteriormente. Se consideramos, para este novo estado inicial, a condic¸a˜o
βk = 0, associada ao segundo caso de recoereˆncia quando o estado inicial e´ um
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produto de estados coerentes, simplesmente obtemos o caso particular da evoluc¸a˜o
de produto dos estados de nu´mero |n1〉1 ⊗ |0〉2.
De novo, conve´m apresentar a expressa˜o geral para o estado evolu´ıdo, Eq.(3.46),
expandido em estados de Fock















Ci,j (t) |n1 − i + j,m + i− j〉 (3.50)
onde Ci,m (t) e´ o coeficiente definido na Eq.(3.18) e foi usado o resultado da evoluc¸a˜o
temporal do produtos de estados de Fock, Eq.(3.17).
Propriedades do emaranhamento para a condic¸a˜o inicial |n1〉1 ⊗ |α2〉2.
Usando a Eq.(3.50) e trac¸ando sobre as varia´veis do oscilador “1”, encontramos o
operador densidade do segundo subsistema dado da forma
























i′,j′ (t) δi−j,i′−j′ |m + i− j〉 〈m′ + i′ − j′| . (3.51)
Em contraste com o resultado encontrado para o produto de estados de Fock,
a forma deste operador na˜o e´ diagonal na base dos estados de nu´mero de fo´tons.
E´ por isto que calculamos numericamente a entropia linear usando a definic¸a˜o de-
pendente do trac¸o do quadrado do operador densidade, Eq.(1.8). Na Figura 3.3,
sa˜o apresentados os resultados usando uma escolha fixa de paraˆmetros associados
ao Hamiltoniano indicada na figura e q20 = p20 = 1.0, onde variamos o valor do
nu´mero de fo´tons do estado |n1〉. Vemos como o per´ıodo de recoereˆncia esta´ asso-
ciado a` interac¸a˜o bilinear, sendo π/2ωλ, confirmando os nossos resultados ao analisar
a forma anal´ıtica para o estado global do sistema. O valor ma´ximo da entropia de-
pende do nu´mero me´dio de fo´tons do estado inicial do oscilador preparado num
estado de Fock, como vemos ao comparar as curvas obtidas para n1 = 2, 5, 7, 10, 20.
Este comportamento esta´ associado aos somato´rios sobre os ı´ndices i e i′, presentes
na Eq.(3.51), cujos limites superiores dependem do valor de n1. Da mesma forma
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Figura 3.3: Entropia linear reduzida dependente do tempo para q20 = p20 = 1.0
e ω0 = 1.0, ωλ = 0.2 e ωg = 0.1. As diferentes curvas correspondem a n1 = 2
(linha cont´ınua), n1 = 5 (linha pontilhada), n1 = 7 (linha tracejada), n1 = 10 (linha
cont´ınua espessa) e n1 = 20 (linha pontilhada e tracejada).
que para o caso do produto de estados de Fock, o nu´mero de estados acess´ıveis do
subsistema aumenta quando n1 aumenta.
Outra questa˜o tem a ver com a relac¸a˜o entre as frequeˆncias ωλ e ωg e o efeito da




(r e s inteiros) e o
instante corresponde a um mu´ltiplo do per´ıodo de recoereˆncia tal que l = s podemos
resolver o somato´rio no ı´ndice m e escrever o estado |φ (Tl)〉 como
|φ (Ts)〉 = |(−1)rβs〉 , (3.52)
onde a forma da quantidade βs depende se s e´ par ou ı´mpar. Isto implica que os
estados definidos pelas Eqs.(3.48,3.49) podem ser reescritos como produtos de um
estado de nu´mero e um estado coerente. Em particular, note-se que o estado inicial
pode ser recobrado para o caso de s par e uma escolha tanto das frequeˆncias ω0 e
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ωλ quanto o valor me´dio de fo´tons do estado de nu´mero, n1, tal que:
e−ıπ
s
2 e−ıTs[(2n1+1)ωg+ω0] = 1,
sendo esta a condic¸a˜o de recorreˆncia neste caso particular.
E´ interessante observar como a estrutura da entropia linear ganha complexidade
dependendo da relac¸a˜o entre as frequeˆncias. Na Figura 3.4 apresentamos os nossos
resultados para a entropia linear reduzida quando q20 = p20 = 2.0 e n1 = 2 conside-
rando treˆs escolhas diferentes dos paraˆmetros ωg e ωλ. No primeiro caso, indicado
pela linha cont´ınua, o per´ıodo associado a` interac¸a˜o qua´rtica coincide com o per´ıodo
de recoereˆncia do sistema ( ωλ = 2ωg e Tg = π/(2ωλ)) e a estrutura na˜o apre-
senta oscilac¸o˜es secunda´rias associadas com a interac¸a˜o na˜o-linear. Ja´ na segunda
escolha (linha tracejada) onde ωλ =
2
5
ωg, vemos como a entropia apresenta uma es-
trutura mais complexa, com oscilac¸o˜es que dependem de mu´ltiplos e sub-mu´ltiplos
do per´ıodo Tg. Esta situac¸a˜o repete-se na terceira escolha (linha pontilhada) onde a
relac¸a˜o entre as frequeˆncias e´ ωλ =
1
6
ωg, aparecendo uma estrutura com um nu´mero
maior de oscilac¸o˜es do que nos casos anteriores.
3.2 Formac¸a˜o de Gatos de Schro¨dinger.
A possibilidade de criac¸a˜o de estados de gatos de Schro¨dinger, via uma trans-
formac¸a˜o unita´ria usando Hamiltonianos que contenham interac¸a˜o na˜o linear, foi
proposta no trabalho de Yurke e Stoler [40] e tem sido discutida por va´rios auto-






onde a constante h¯K e´ proporcional a` susceptibilidade o´tica na˜o linear, χ(3) do meio.
Vemos que a constante K esta´ relacionada com a nossa frequeˆncia ωg, que por sua
vez esta´ associada ao termo χ(3), como ja´ foi discutido no Cap´ıtulo 1. Devido a que
estamos incluindo dois novos termos na interac¸a˜o na˜o linear e tambe´m consideramos
no nosso modelo a interac¸a˜o bilinear, nosso interesse e´ determinar os efeitos da nova
forma da interac¸a˜o entre os modos sobre a formac¸a˜o de estados de gato num dos
osciladores.
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Figura 3.4: Entropia linear reduzida dependente do tempo para n1 = 2, q20 = p20 =
2.0 e ω0 = 1.0. As diferentes curvas correspondem a escolhas diferentes para os







ωg. A seta indica o valor de ωλTg correspondente a cada caso.
No trabalho de Banerji [85] e´ analisada a propagac¸a˜o de um campo eletro-
magne´tico monocroma´tico atrave´s de um meio Kerr de perdas baixas, sendo o Hamil-
toniano de interac¸a˜o o termo de auto-modulac¸a˜o Kerr. Os resultados deste trabalho
mostram como o estado global, preparado inicialmente no estado coerente, evolui
para uma superposic¸a˜o de estados de Fock. Este estado so´ toma a forma de um
estado coerente |α〉 para tempos correspondentes a mu´ltiplos de π/χ e forma super-
posic¸o˜es de estados |αi〉 para tempos correspondentes a sub-mu´ltiplos do per´ıodo de
“recoereˆncia” definido acima.
No caso bidimensional, ao considerar estados iniciais como sendo produtos de
estados coerentes que cumprem so´ a condic¸a˜o de separabilidade associada ao per´ıodo
definido pela frequeˆncia ωg, o operador densidade reduzido corresponde a um estado
de mistura e na˜o ao associado a um estado de gato de Schro¨dinger. No entanto,
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podemos encontrar novas condic¸o˜es para a formac¸a˜o de estados de superposic¸a˜o
em duas situac¸o˜es onde sabemos que o estado global e´ separa´vel e um dos estados
tem a forma de uma superposic¸a˜o de estados de Fock: quando o caso do produto
de estados coerentes cumpre a condic¸a˜o de recoereˆncia sobre os paraˆmetro iniciais,
Eq.(3.41), e no caso onde o estado inicial e´ um produto de um estado de nu´mero e
estado coerente.
Reescrevendo de maneira geral os estados de superposic¸a˜o obtidos na Eq.(3.40),
no primeiro caso, e nas Eqs.(3.48,3.49), para o caso do produto de estado de nu´mero
e estado coerente, como se segue:











onde os valores tanto de Tn, que denota o per´ıodo de recoereˆncia, quanto do ro´tulo
β′ (Tn), dependem do caso particular de interesse. Em particular, β′ corresponde
a` quantidade β1e
−ı2ωgt no caso do produto de estados coerentes e β2 (associado as
Eqs.(3.48,3.49)) para o caso do produto |n1〉1 ⊗ |α2〉2, lembrando que este u´ltimo
depende se l e´ par ou ı´mpar.
Para obter estados de gato, que chamaremos de generalizados ja´ que sa˜o formados





Desta maneira podemos escrever a func¸a˜o exponencial que conte´m n2 usando a




















 s se r e s sa˜o ı´mpares.2s se r e´ par e s ı´mpar ou vice-versa,
e os coeficientes a(r,s)p cumprem a propriedade
∑
p
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∣∣∣β′ (Tn) e−2πı pl 〉 . (3.57)
Vemos como este estado corresponde a uma superposic¸a˜o de estados coerentes com
mesmo nu´mero me´dio de fo´tons dado por |β′ (Tn)|2 e fase relativa definida pela expo-
nencial e−2πı
p
l . O nu´mero de estados coerentes envolvidos na superposic¸a˜o depende
do valor do paraˆmetro l, o qual depende dos valores de r e s. A condic¸a˜o geral para
a formac¸a˜o de gatos, definida na Eq.(3.54), depende basicamente da relac¸a˜o entre
as frequeˆncias ωg e ωλ e de um fator inteiro associado ao per´ıodo de recoereˆncia que
depende do tipo de estado inicial elegido.
Se consideramos como estado inicial o produto de estados coerentes, retornando


















Para ilustrar melhor a forma dos estados de gato de Schro¨ndinger apresentamos
dois exemplos onde consideramos um produto de estados coerentes como estado
inicial e escolhemos |αk〉 tal que a condic¸a˜o dada pela Eq.(3.41) e´ cumprida. Se os
valores das frequeˆncias ωg e ωλ sa˜o tais que, devido a` condic¸a˜o definida na Eq.(3.58),
a raza˜o r/s = 1/4, vemos que o oscilador inicialmente preparado no estado |α1〉
evolui para uma superposic¸a˜o de quatro estados coerentes como se segue (neste caso
β′ = β1)





4 |β1〉+ 2e 3ıπ4 |−β1〉+ C1
(∣∣∣e ıπ2 β1〉+ ∣∣∣e 3ıπ2 β1〉)] ,
onde β1 e´ a quantidade definida na Eq.(3.29), e o coeficiente C1 esta´ definido como
C1 = 2 + e ıπ4 + e− 3ıπ4 .
Por outro lado, se a raza˜o entre as frequeˆncias e´ tal que r/s = 1/3 obtemos uma
superposic¸a˜o de seis estados coerentes dada por:
|G2 (T1)〉 = 1
6
[
C1 |β1〉+ C2 |−β1〉+ C3
(∣∣∣e 13 ıπβ1〉+ ∣∣∣−e 23 ıπβ1〉)+
C4
(∣∣∣e 23 ıπβ1〉+ ∣∣∣−e 13 ıπβ1〉)] (3.60)
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onde
C1 = 2e− ıπ3 + 2e2 ıπ3
C2 = 2 + 4e 2ıπ3
C3 = 4 + 2e−2ıπ3
C4 = e ıπ3 + e−2 ıπ3 . (3.61)
Podemos obter um resultado similar se o estado inicial corresponde ao produto do
estado coerente e o estado de nu´mero ao considerar as relac¸o˜es r/s = 1/2 e r/s =
2/3, respectivamente, e trocando β1 pela quantidade β2 definida pela Eq.(3.48) se l
par ou pela Eq.(3.49) se l e´ ı´mpar. Dos exemplos apresentados podemos confirmar
que, independentemente do caso particular de estado inicial considerado, a forma da
superposic¸a˜o obtida e´ muito sens´ıvel a` dessintonia entre as frequeˆncias associadas
aos termos de interac¸a˜o entre os osciladores (ωλ e ωg).
Um outro aspecto a ser levado em considerac¸a˜o e´ a distinguibilidade efetiva dos
diferentes estados coerentes no estado de superposic¸a˜o, entendendo distinguibilidade
como o fato de obter superposic¸o˜es de estados coerentes que estejam suficientemente
separados no espac¸o de fase. Esta separac¸a˜o dos estados coerentes que formam o
estado de gato depende tanto do valor do nu´mero me´dio de fo´tons 〈nf〉 = |β′ (Tn)|2
quanto da fase relativa entre cada um deles. Da Eq.(3.57), vemos que a separac¸a˜o
espacial esta´ condicionada tanto a` escolha do estado coerente inicial, que define o
nu´mero me´dio de fo´tons associado aos estados coerentes que formam a superposic¸a˜o,
quanto a` raza˜o entre as frequeˆncias ωg e ωλ, as quais determinam o nu´mero de estados
coerentes envolvidos na superposic¸a˜o.
Para ilustrar melhor estas observac¸o˜es, apresentamos na Fig. 3.5 a func¸a˜o de
quase-distribuic¸a˜o de Husimi no plano complexo definido pela varia´vel γ1 quando o
estado inicial e´ um produto de estados coerentes e o tempo corresponde ao primeiro
per´ıodo de recoereˆncia T1 =
π
4ωλ
. Para uma escolha particular de frequeˆncias tal que
r/s = 1/4, mostradas nas Figs. 3.5(a-c), obtemos estados de superposic¸a˜o formados
por pacotes distingu´ıveis so´ para a escolha de um estado inicial com nu´mero me´dio
de fo´tons do estado inicial igual a` 〈nf〉 = 9. Mantendo este mesmo nu´mero me´dio de
fo´tons no estado inicial mas variando as frequeˆncias tal que r/s = 1/8 o nosso estado
de superposic¸a˜o novamente na˜o tem pacotes distingu´ıveis ja´ que a superposic¸a˜o
descrita pela Eq.(3.57) envolve um nu´mero maior (8 neste caso) de estados coerentes.
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Figura 3.5: Curvas de n´ıvel da func¸a˜o-Q no plano complexo γ1 associada aos estados
de gato de Schro¨dinger no primeiro tempo de recoereˆncia definido pela Eq.(3.43).
Para todos os casos ω0 = 8ωλ e |α1|2 = |α2|2 = |α0|2. (a) ωgωλ = 1 e |α0|2 = 1.0. (b)
ωg
ωλ





e |α0|2 = 9.0.
3.3 Limite semicla´ssico da dinaˆmica do produto
de estados coerentes.
Antes de discutir a questa˜o do limite semicla´ssico lembremos brevemente os resul-
tados obtidos para a evoluc¸a˜o temporal do produto de estados coerentes. Neste
caso, a interac¸a˜o qua´rtica governa a dinaˆmica do emaranhamento ja´ que o termo
bilinear na˜o emaranha os dois subsistemas, levando o estado inicialmente preparado
em |α1, α2〉 ate´ um novo produto de estados coerentes com nu´mero me´dio de fo´tons
|βk|2 (k = 1, 2) que depende tanto das amplitudes dos estados coerentes iniciais
quanto da frequeˆncia ωλ. Sabemos que os estados coerentes esta˜o diretamente rela-
cionados com o campo de luz cla´ssico, e que e´ poss´ıvel encontrar um ana´logo cla´ssico
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do Hamiltoniano definido na Eq.(3.1) usando a prescric¸a˜o
H = lim
h¯→0




o estado coerente do k-e´simo oscilador harmoˆnico. Assim, e´
interessante analisar o comportamento semicla´ssico da soluc¸a˜o para o estado global
definido pela Eq.(3.30) que descreve a evoluc¸a˜o do produto de estados coerentes.
Para quantificar a “classicalidade” do sistema em estudo, ao fazer uma determinada




onde Λ e´ a ac¸a˜o cla´ssica definida na Eq.(3.31). O limite semicla´ssico esta´ definido
como R  1 e adotaremos a convenc¸a˜o de fazer h¯→ 0 deixando Λ fixo.
Este limite tem sentido se os dois subsistemas tem um nu´mero me´dio de fo´tons
diferente de zero para qualquer instante de tempo, ja´ que o estado de va´cuo |0〉 na˜o
tem ana´logo cla´ssico. Consequentemente, como precisamos impor que βk = 0 para
todo tempo, a segunda condic¸a˜o de recoereˆncia apresentada na Sec¸a˜o 3.1.2 na˜o deve
ser satisfeita e o per´ıodo de recoereˆncia so´ dependera´ da frequeˆncia ωg conforme a
condic¸a˜o 1 da mesma Sec¸a˜o. Uma outra imposic¸a˜o que faremos nesta ana´lise tem a
ver com o nu´mero me´dio de fo´tons do sistema no tempo inicial: A nossa condic¸a˜o
inicial sera´ tal que |α1|2 = |α2|2 de tal forma que 〈n1〉 = 〈n2〉 e a troca de energia,
em me´dia, entre os dois subsistemas seja nula e a interac¸a˜o entre os dois subsistemas
so´ faz com que o emaranhamento esteja associado a` perda de fase.
Apresentamos na Fig. 3.6 os nossos resultados para a entropia linear reduzida
(ELR) como func¸a˜o do tempo para diferentes escolhas deR. O comportamento geral
da entropia linear pode ser descrita brevemente como segue: para tempos curtos,
a ELR cresce monotonamente e podemos definir um intervalo de tempo dentro do
qual todas as curvas coincidem, independentemente do valor de R associado.
Depois deste tempo, a` medida que o paraˆmetro R diminui, a ELR consegue
aumentar seu valor por mais tempo ate´ que, num certo instante que denominare-
mos tempo de ruptura, a ELR atinge o seu valor ma´ximo (patamar) e comec¸a a
oscilar durante um certo intervalo. Finalmente, a ELR decresce monotonamente e
volta a ser nula no per´ıodo de recoereˆncia, π/h¯g e este comportamento se repete
periodicamente.
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Cabe observar alguns aspectos interessantes. Primeiro, vemos como o valor do
patamar depende do paraˆmetro R ja´ que o valor ma´ximo da entropia aumenta
quandoR diminui, o que esta´ relacionado com o aumento do nu´mero me´dio de fo´tons






). O significado f´ısico deste comportamento pode-se en-
tender, semiclassicamente, ao se pensar na perda de informac¸a˜o como consequeˆncia
do aumento do nu´mero de estados acess´ıveis, relacionado com o nu´mero me´dio de
fo´tons, ja´ que o espectro do sistema fica mais denso a` medida que diminu´ımos o valor
de h¯. Um segundo aspecto envolve o paraˆmetro de na˜o linearidade h¯g. Devido que
ele depende do valor da constante de Planck, vemos como o tempo no qual o estado
do sistema na˜o e´ separa´vel cresce proporcionalmente ao diminuir o valor deR. Ale´m
disso, ocorre aumento do nu´mero de mı´nimos locais nos instantes correspondentes
a submu´ltiplos do per´ıodo de recoereˆncia (t = π
Nωg
).
Deste comportamento, podemos extrapolar como seria a evoluc¸a˜o temporal da
entropia linear reduzida no limite de valores muito pequenos do paraˆmetro R: a
entropia linear reduzida demoraria cada vez mais para voltar a ser nula, o que
significa que o emaranhamento se tornaria praticamente irrevers´ıvel. Por outro
lado, as oscilac¸o˜es se suavizariam, sendo apenas flutuac¸o˜es ao redor de um patamar
cujo valor tenderia ate´ aquele associado a uma mistura estat´ıstica. Claramente
distinguem-se dois regimes temporais. O primeiro, anterior ao tempo de ruptura, que
corresponde a um regime de tempos curtos, onde a entropia tem um comportamento
monotonamente crescente, e um segundo regime de tempos longos, onde as oscilac¸o˜es
de ELR associadas a mu´ltiplos e submu´ltiplos do per´ıodo de recoereˆncia aparecem.
O tempo de ruptura e´ dependente do valor de h¯ ja´ que a medida que diminu´ımos o
paraˆmetro R, as oscilac¸o˜es comec¸am a tempos cada vez mais longos. Nas pro´ximas
duas sec¸o˜es analisaremos as diferenc¸as entre estes dois regimes com ajuda da func¸a˜o
de Husimi, que nos permite uma visa˜o da dinaˆmica do estado no espac¸o de fase
cla´ssico. Ale´m disso, exploraremos a dependeˆncia do tempo de ruptura com relac¸a˜o
a` constante de Planck e sua relac¸a˜o com a escala de Ehrenfest [86], a qual define um
limite onde a descric¸a˜o cla´ssica dos estados quase-cla´ssicos deixa de ser boa.
3.3.1 Regime de tempos curtos e a escala de Ehrenfest.
Na Fig. 3.7 apresentamos uma sequeˆncia de gra´ficos onde observamos a evoluc¸a˜o
temporal da func¸a˜o de Husimi, ou func¸a˜o-Q, neste primeiro regime, que corresponde
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a tempos curtos, associada a um dos subsistemas no espac¸o definido pelo ro´tulo
complexo γ1. No instante inicial, correspondente ao gra´fico da esquina superior
esquerda, vemos que a func¸a˜o de Husimi do estado coerente inicial, com nu´mero
me´dio de fo´tons e fase bem definidos, corresponde a uma func¸a˜o gaussiana centrada
em Re[γ1] = q10/
√
2h¯ e Im[γ1] = p10/
√
2h¯. Para instante posteriores, o pacote
descreve uma trajeto´ria circular ao redor da origem do espac¸o de fase, ale´m de se
delocalizar continuamente na direc¸a˜o angular embora conserve a sua localizac¸a˜o na
direc¸a˜o radial bem definida. Este comportamento indica que o estado do sistema
adquire a cada instante uma maior incerteza na fase, embora conserve o seu nu´mero
me´dio de fo´tons bem localizado. Por causa disto denominaremos a este intervalo de
tempo como regime de delocalizac¸a˜o de fase.
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Observemos que para um t ≈ tr, a func¸a˜o-Q mostra como a “cabec¸a” do pacote
encontra-se com a sua pro´pria “cauda”. O denominado tempo de ruptura, tr, cor-
responde a um tempo onde o estado do oscilador esta´ completamente delocalizado
em fase, como vemos no u´ltimo gra´fico da sequeˆncia da Fig. 3.7, onde a func¸a˜o-Q
tem a forma de um “anel” no espac¸o de fase. Se consideramos valores de h¯ cada
vez menores com Λ fixo, vemos como o valor do raio sobre o qual o pacote se deloca
aumenta, e o encontro entre a cauda e a frente do pacote leva mais tempo para
acontecer. Como consequeˆncia, o tempo de ruptura e´ mais longo para valores pe-
quenos do paraˆmetro R. Poder-se-ia pensar que o tempo de ruptura teria a mesma
dependeˆncia do valor da constante de Planck associada ao per´ıodo de recoereˆncia,
Tl ∝ h¯−1, mas isto na˜o acontece. Na Fig. 3.8 mostramos os nossos resultados para
tr como func¸a˜o da constante de Planck. Estes foram obtidos estudando o comporta-
mento da func¸a˜o da entropia linear reduzida definida pela Eq.(3.33) e determinando
o tempo onde as oscilac¸o˜es da entropia comec¸am. De posse dos dados, e depois de
um processo de regressa˜o linear, obtemos a relac¸a˜o entre as varia´veis tr e h¯ dada por
tr = 5.95h¯
−0.5. (3.63)
A nossa conjetura sobre o tempo de ruptura estar relacionado com o tempo de
Ehrenfest e´ baseada nos seguintes fatos: o primeiro esta´ relacionado com o com-
portamento da func¸a˜o de Husimi, onde o comportamento de delocalizac¸a˜o de fase e´
similar a` dinaˆmica de um ensemble de condic¸o˜es iniciais cla´ssicas cuja distribuic¸a˜o
inicial coincide com a distribuic¸a˜o gaussiana, como podemos ver no caso do oscila-
dor qua´rtico unidimensional [17], pelos resultados encontrados em outros trabalhos
realizados no grupo de pesquisa [18] e no trabalho de Oliveira, Fonseca-Romero e
Nemes [82]. Outra evideˆncia da relac¸a˜o entre as duas escalas de tempo consiste em
observar que a poteˆncia de h¯ coincide com a poteˆncia de h¯ da forma obtida por
Berman et al. [80] ao estudar o validade da aproximac¸a˜o cla´ssica usada por eles na
soluc¸a˜o das equac¸o˜es de movimento de Heisenberg para um Hamiltoniano com um
grau de liberdade e termo de interac¸a˜o qua´rtica onde define-se a escala de validade
da aproximac¸a˜o cla´ssica como






onde µ e´ o ana´logo ao paraˆmetro de na˜o-linearidade g no nosso modelo e I0 e´ o
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ana´logo ao nossa constante Λ. Podemos reescrever a nossa relac¸a˜o nume´rica como






ficando desta forma mais evidente a sua semelhanc¸a com a expressa˜o encontrada
para o tempo t0. Finalmente, a relac¸a˜o (3.65) tem a mesma forma que a obtida na
















Esta expressa˜o foi calculada analiticamente sendo va´lida para um sistema in-
tegra´vel de N osciladores cujo termo de interac¸a˜o e´ uma func¸a˜o que depende da
k-e´sima poteˆncia do Hamiltoniano livre do oscilador harmoˆnico [81] quanto Λ h¯
3.3.2 Dinaˆmica a tempos longos e irreversibilidade.
Na Figura 3.9 apresentamos os nossos resultados da func¸a˜o de Husimi para tempos
posteriores ao tempo de ruptura. Para tempos correspondentes a sub-mu´ltiplos in-
teiros do per´ıodo de recoereˆncia tn = T1/n, Fig. 3.9(a-g), a func¸a˜o Q possui ma´ximos
ao longo da regia˜o anular cujo nu´mero coincide com o valor n. Sendo que a forma
da func¸a˜o de Husimi apresenta o mesmo comportamento observado no sistema uni-
dimensional [85], podemos afirmar que a origem da estrutura da func¸a˜o-Q e´ a auto-
interfereˆncia do pacote devido a` delocalizac¸a˜o em fase que permite o encontro da
“cauda” do pacote com a “cabec¸a” dele mesmo. Baseamos-nos nesta argumentac¸a˜o
para chamar regime de auto-interfereˆncia ao intervalo temporal que abrange tempos
posteriores ao tempo de ruptura. A forma das func¸o˜es de Husimi sa˜o similares a`s
obtidas quando foram analisadas as condic¸o˜es para a formac¸a˜o de gatos de Schro¨din-
ger mas, ja´ que o estado global na˜o e´ separa´vel para estes instantes e o subsistema
na˜o esta´ num estado puro, as func¸o˜es de Husimi correspondem a misturas de estados
de superposic¸a˜o. A demonstrac¸a˜o deste fato pode ser vista no Apeˆndice A.
Para tempos correspondentes ao per´ıodo de recoereˆncia, Fig. 3.9(h), o estado do
oscilador corresponde a uma func¸a˜o gaussiana centrada em γ1 = −(Re[α1], Im[α1]),
associada ao estado coerente |−α1〉. Ja´ para o dobro do per´ıodo de recoereˆncia o
sistema volta para o estado inicial (recorreˆncia) e a func¸a˜o de Husimi e´ de novo uma
gaussiana centrada no ponto definido por α1, como vemos na Fig. 3.9(i).
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Figura 3.7: Curvas de n´ıvel da func¸a˜o-Q de um dos osciladores no plano complexo
definido por γ1 onde γ1 = (q1 + ıp1) /
√
2h¯ para instantes pertencentes ao regime
de delocalizac¸a˜o de fase (0 < t ≤ tr) correspondentes ao caso definido por q10 =
p10 = q20 = p20 = 1.0, ω0 = 1, ωλ = 0.2, g = 0.1 e R = 0.025. O primeiro gra´fico
corresponde ao tempo inicial (esquina superior esquerda).
Depois da discussa˜o da dinaˆmica das func¸o˜es de Husimi podemos intuir o que
acontece a` medida que o paraˆmetro R diminui: O nu´mero me´dio de fo´tons aumenta
e h¯g diminui e assim o pacote, inicialmente localizado no estado coerente, demorara´
um tempo cada vez mais longo em percorrer a circunfereˆncia associada ao nu´mero
me´dio de fo´tons. Quando finalmente a cabec¸a e a cauda do pacote se encontrarem, a
func¸a˜o de Husimi apresenta ma´ximos correspondentes a` frac¸a˜o inteira do per´ıodo de
recoereˆncia, os quais sa˜o mais numerosos a` medida que h¯ diminui. Para o limite de
h¯→ 0, tanto o tempo de ruptura quanto o per´ıodo de recoereˆncia e´ infinito e o sis-
tema na˜o consegue auto-interferir de tal forma que o emaranhamento e´ irrevers´ıvel.
Com estes resultados conclu´ımos que a ana´lise da evoluc¸a˜o temporal da entropia
linear reduzida e da dinaˆmica da func¸a˜o de quase-distribuic¸a˜o de Husimi quando
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Figura 3.8: Tempo de ruptura Tr como func¸a˜o de h¯ para ω0 = 1.0, Λ = 4, g = 0.1 e
ωλ = 0.2. Os pontos indicam os valores encontrados para cada valor de h¯ e a linha
cont´ınua segue a relac¸a˜o dada na Eq.(3.65)
variamos o paraˆmetro de classicalidade R nos permite separar a dinaˆmica de dois
osciladores acoplados via os termos de interac¸a˜o definidos no Hamiltoniano 3.3 em
dois regimes: o primeiro denominado de regime de delocalizac¸a˜o de fase, que coin-
cide com o aumento mono´tono da entropia linear reduzida, onde o valor de ELR
para valores diferentes do paraˆmetro R coincide a tempos curtos e a func¸a˜o de
Husimi se comporta de maneira semelhante a um ensemble de condic¸o˜es iniciais
cla´ssicas [18, 17]. O segundo regime, denominado regime de auto-interfereˆncia, que
corresponde ao intervalo onde a entropia linear reduzida apresenta oscilac¸o˜es, pos-
suindo mı´nimos locais para sub-mu´ltiplos do per´ıodo de decoereˆncia e onde a func¸a˜o
de Husimi apresenta uma estrutura de pacotes que guardam semelhanc¸a com estados
de superposic¸a˜o de estados coerentes, sendo na verdade estados mistos. O tempo
de ruptura, tr, que separa os dois regimes apresenta uma dependeˆncia com o valor
da constante de Planck que guarda semelhanc¸a com definic¸o˜es da escala de Ehren-
fest, ja´ que depois deste tempo sa˜o claros os efeitos da auto-interfereˆncia, de origem
puramente quaˆntica.
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Figura 3.9: Curvas de n´ıvel da func¸a˜o-Q evolu´ıda no tempo no plano complexo γ1
no regime de auto-interfereˆncia para R = 1/40. Os paraˆmetros sa˜o os mesmos da
Fig. 3.7. (a) t = T1/8, (b)t = T1/7, (c) t = T1/6, (d) t = T1/5, (e) t = T1/4,
(f)t = T1/3, (g) t = T1/2, (h) t = T1 (recoereˆncia) , (i) t = 2T1 = τ1 (recorreˆncia).
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Cap´ıtulo 4
Func¸o˜es de Wigner atoˆmicas e o
Maser de Dicke.
Uma extensa˜o do modelo Jaynes-Cummings consiste em considerar N a´tomos inde-
pendentes entre si e interagindo com um modo do campo dentro de uma cavidade.
Embora a soluc¸a˜o deste sistema na condic¸a˜o de ressonaˆncia foi apresentada por
Tavis e Cummings [87] em 1968, este problema foi abordado inicialmente por Dicke
em 1954 [28], ao analisar o processo de superradiaˆncia de N mole´culas de gas in-
teragindo com um campo de radiac¸a˜o. Por esta raza˜o nos referiremos ao modelo de
Jaynes-Cummings para N a´tomos como modelo de Dicke. Experimentalmente, fo-
ram observadas oscilac¸o˜es de Rabi quando um grande nu´mero de a´tomos interagem
com o campo dentro da cavidade de fator de qualidade me´dio [88]. Outros estudos
teo´ricos usando o modelo de Dicke tem a ver com a possibilidade de construir estados
sub-radiantes [89], robustos aos processos de descoereˆncia [90]. Recentemente esta´
sendo explorada a gerac¸a˜o de emaranhamento de sistemas multipartites ao incluir
o efeito de um campo cla´ssico forc¸ado [91]. Embora na maioria desses trabalhos
e´ considerada a interac¸a˜o dipolo-dipolo na aproximac¸a˜o de onda girante, Tavis e
Cummings notaram que esta aproximac¸a˜o na˜o descreve adequadamente o regime
de campos eletromagne´ticos fortes. Trabalhos posteriores, onde os termos contra-
girantes da interac¸a˜o dipolar sa˜o considerados, mostram que o sistema no limite
semicla´ssico apresenta caos [92]. Manifestac¸o˜es do caos na descric¸a˜o quaˆntica do
sistema foram encontradas por Graham and Ho¨hnerback [93] e Ku´s [94] analisando
o espac¸amento entre n´ıveis no espectro de energia.
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Neste cap´ıtulo, estamos interessados na dinaˆmica do emaranhamento neste sis-
tema bipartite. Pretendemos explorar exclusivamente o processo de emaranhamento
entre os dois subsistemas no limite de muitos a´tomos e a condic¸a˜o inicial dada
por um produto de estados coerentes [95]. O modelo de Dicke possui um ana´logo
cla´ssico que pode ser obtido atrave´s do mesmo procedimento usado na Sec¸a˜o 3.3,
onde calculamos o valor esperado do Hamiltoniano do oscilador anarmoˆnico bidi-
mensional usando estados coerentes. Neste caso, precisamos usar tanto o estado
coerente de oscilador harmoˆnico quanto o estado coerente atoˆmico [35], ja´ definido
no Cap´ıtulo 1, associado ao subsistema atoˆmico. Esta conexa˜o entre as descric¸o˜es
cla´ssica e quaˆntica so´ e´ poss´ıvel quando o nu´mero de a´tomos e´ suficientemente grande
(N ≥ 3) [96].
Duas situac¸o˜es podem ser identificadas ao analisar o ana´logo cla´ssico do mo-
delo de Dicke: se a interac¸a˜o entre a´tomo e campo e´ descrita pelo termo dipolar
na aproximac¸a˜o de onda girante, o ana´logo cla´ssico deste sistema e´ integra´vel. Se,
ale´m do termo girante, o termo contra-girante comec¸a a ser importante, o ana´logo
cla´ssico e´ na˜o integra´vel e apresenta caos [95]. Nosso procedimento envolve estudar
o comportamento da entropia linear reduzida do sub-sistema atoˆmico, uma vez que
esta quantidade e´ uma boa medida de emaranhamento em sistemas bipartites, ana-
lisando a sensibilidade que esta apresenta a`s mudanc¸as de condic¸o˜es iniciais sendo
estas escolhidas usando a descric¸a˜o cla´ssica [11]. Esta abordagem ja´ foi seguida em
outros trabalhos do nosso grupo de pesquisa [12, 13], analisando o comportamento
da entropia linear e encontrando na estrutura do espac¸o de fase cla´ssico, explicac¸o˜es
para determinados comportamentos.
Nossa soluc¸a˜o do problema mecaˆnico-quaˆntico e´ nume´rica, sendo o resultado
central do ca´lculo os elementos de matriz do operador densidade global do sistema
e os correspondentes operadores densidade reduzidos. De posse deste operador e´
poss´ıvel calcular tanto a entropia linear atoˆmica quanto uma outra ferramenta que
sera´ de grande importaˆncia neste cap´ıtulo: a func¸a˜o de Wigner atoˆmica. Da mesma
maneira que usamos a func¸a˜o de Husimi no estudo dos efeitos do emaranhamento
no sistema de osciladores harmoˆnicos acoplados sobre o estado do sistema, usaremos
tanto a func¸a˜o de Wigner atoˆmica, W (θ, φ), quanto as representac¸o˜es reduzidas da
mesma para estudar a relac¸a˜o entre o comportamento da entropia linear reduzida
e a localizac¸a˜o e delocalizac¸a˜o do estado atoˆmico. Ca´lculos da func¸a˜o de Wigner
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atoˆmica sa˜o pouco encontrados na literatura [58, 59, 97], pore´m veremos que sa˜o
u´teis no contexto deste estudo da correspondeˆncia entre as descric¸o˜es cla´ssica e
quaˆntica.
4.1 Hamiltoniano de Dicke e resultados prelimi-
nares.
No Cap´ıtulo 1, enumeramos os passos e as aproximac¸o˜es necessa´rias para encontrar o
Hamiltoniano de Dicke, que descreve a interac¸a˜o de uma colec¸a˜o de N a´tomos numa
cavidade onde um modo de campo eletromagne´tico esta´ confinado. Reproduzimos
aqui a expressa˜o ja´ apresentada na Eq.(1.62)
HˆD = h¯ω0aˆ
















O ana´logo cla´ssico [98, 99, 95] deste Hamiltoniano efetivo pode ser encontrado
sem ambigu¨idades calculando o valor esperado da Eq.(4.1) usando o produto de esta-
dos coerentes associados tanto ao oscilador harmoˆnico [33], quanto aos a´tomos [35]
dados pelas expresso˜es (confrontar com as Eq.(1.27) e Eq.(1.65))








ewJˆ+ |J,−J〉 . (4.2)
Os ro´tulos w e ν esta˜o relacionados com as varia´veis cla´ssicas associadas ao respectivo
espac¸o de fase, assim
w =
pa + ıqa√




(pc + ıqc) (4.3)
O resultado final tem a forma:


















4J − (p2c + q2c )
4J
(G+papc + G−qaqc) , (4.4)
onde G± = G ± G′ . Este Hamiltoniano e´ integra´vel em duas situac¸o˜es: quando
G = 0 e G′ = 0 e vice-versa. Se as duas constantes de acoplamento sa˜o diferentes
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de zero, o ana´logo cla´ssico do sistema apresenta caos, como pode ser corroborado de
forma simples ao analisar a forma das sec¸o˜es de Poincare´. Neste trabalho estuda-
remos a estrutura do espac¸o de fase cla´ssico usando a sec¸a˜o de Poincare´, ja´ que ela
torna poss´ıvel visualizar regio˜es regulares ou cao´ticas no espac¸o de fase e permite
a identificac¸a˜o ra´pida de toros ou separatrizes de movimento. Isto sera´ suficiente
para realizar a nossa escolha de condic¸o˜es iniciais, onde procura-se eleger pontos
pertencentes a uma regia˜o particular do mesmo. Para tanto, usaremos estes pontos
como centros tanto do estado coerente de spin, |w〉, quanto do estado coerente de os-
cilador harmoˆnico, |ν〉. Desta forma foi estabelecida uma conexa˜o entre a dinaˆmica
cla´ssica e o comportamento do emaranhamento [11]. Daqui para frente explorare-
mos esta conexa˜o de modo que, ao falarmos de “condic¸a˜o inicial” queremos dizer
que falamos do produto de estados coerentes centrado nos pontos escolhidos nos
espac¸os de fase cla´ssicos atoˆmico e de oscilador. O estado inicial e´ assim dado por
|ψ (0)〉 = |ν〉 ⊗ |w〉 . (4.5)
Os resultados para a evoluc¸a˜o temporal do estado inicial foram obtidos nume-
ricamente mediante o processo de diagonalizac¸a˜o total do Hamiltoniano (4.1) e a
posterior evoluc¸a˜o temporal da condic¸a˜o inicial usando a base de autovalores e au-
tovetores encontrados. Desta forma, podemos construir a matriz densidade global
do sistema, sendo o seguinte passo a sua reduc¸a˜o ao trac¸ar as varia´veis do campo
e achar os elementos da matriz densidade reduzida do subsistema atoˆmico, ρˆa. Ao
obter este resultado, calculamos a Entropia Linear Reduzida Atoˆmica (ELRA) so-
mando os elementos da diagonal da matriz ao quadrado, ρˆ2a.
Usando o procedimento ja´ descrito, foi realizada uma se´rie de trabalhos no grupo
de pesquisa [11, 12, 13] onde se estudou sistematicamente a sensibilidade da ELRA
a` condic¸o˜es iniciais. Outro aspecto que e´ explorado nestes trabalhos sa˜o as con-
sequeˆncias do espac¸o de Hilbert do subsistema atoˆmico ser finito, o que define uma
“borda” no espac¸o de fase cla´ssico associado ao subsistema atoˆmico que coincide
com o estado |J, J〉 do espac¸o de Hilbert de spin. Podemos resumir os resultados
mais importantes desta se´rie de trabalhos nos seguintes items:
1. No caso na˜o integra´vel com G = 0.5 e G
′
= 0.2, a ELRA apresenta compor-
tamentos diferentes dependendo se a condic¸a˜o inicial pertence a uma regia˜o
cao´tica ou regular. Condic¸o˜es iniciais pertencentes a`s regio˜es regulares apre-
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sentam oscilac¸o˜es perio´dicas e a ELRA aumenta numa taxa menor que no caso
da condic¸a˜o inicial cao´tica. Tambe´m e´ observada uma transic¸a˜o entre caos e
regularidade que na˜o e´ abrupta, ao estudar a evoluc¸a˜o temporal do ELRA
escolhendo condic¸o˜es iniciais pertencentes aos dois tipos de regio˜es.
2. Mesmo no caso integra´vel, a ERLA aumenta rapidamente quando a condic¸a˜o
inicial e´ preparada perto da separatriz de forma que o pacote de onda associado
ao sistema atoˆmico consegue evoluir ate´ regio˜es perto da borda do espac¸o de
fase cla´ssico. De fato, a projec¸a˜o da func¸a˜o de quase-probabilidade de Husimi
no espac¸o de fase mostra como ma´ximos e mı´nimos da ELRA esta˜o associados
a localizac¸a˜o e delocalizac¸a˜o desta func¸a˜o no espac¸o de fase, quando o pacote
aproxima-se ou afasta-se da borda.
3. Ao estudar o comportamento da ELRA escolhendo condic¸o˜es iniciais nas
regio˜es regulares, existe uma relac¸a˜o entre a taxa de emaranhamento e o tipo
de o´rbita a` qual pertence a condic¸a˜o inicial. Quando o estado coerente e´ pre-
parado sobre um ponto que pertence a` o´rbita perio´dica de menor per´ıodo, a
projec¸a˜o da trajeto´ria no espac¸o de fase cla´ssico e´ um cincunfereˆncia ao redor
da origem (caso G′ = 0) e a entropia linear reduzida cresce numa taxa menor
que para qualquer um dos outros casos poss´ıveis, na˜o apresentando oscilac¸o˜es.
O aspecto novo que sera´ apresentado aqui consiste no mapeamento dos efeitos
do emaranhamento sobre a localizac¸a˜o ou delocalizac¸a˜o do estado atoˆmico na re-
presentac¸a˜o polar esfe´rica, ja´ discutida na Sec¸a˜o 1.5. A func¸a˜o de Wigner atoˆmica
esta´ definida diretamente como func¸a˜o do aˆngulo polar (θ) e azimutal (φ) da es-
fera de Bloch, sendo a melhor opc¸a˜o na ana´lise da localizac¸a˜o e delocalizac¸a˜o do
estado quaˆntico. Tanto para a interac¸a˜o dipolar na aproximac¸a˜o de onda girante
(caso integra´vel) quanto para o caso onde o termo contra-girante e´ considerado (na˜o
integra´vel), a nossa ana´lise sera´ dividida em duas partes: a primeira consiste na
apresentac¸a˜o e discussa˜o dos resultados encontrados para a entropia linear reduzida
atoˆmica (ELRA), associados a`s condic¸o˜es iniciais escolhidas, onde nos concentrare-
mos na identificac¸a˜o de caracter´ısticas gerais da dinaˆmica do emaranhamento. Na
segunda parte, apresentaremos os nossos resultados da func¸a˜o de Wigner atoˆmica
usando na discussa˜o tanto a representac¸a˜o polar esfe´rica da mesma, quanto as
func¸o˜es de Wigner reduzidas, Wθ e Wφ onde poderemos visualizar o grau de lo-
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calizac¸a˜o do estado atoˆmico nas varia´veis θ e φ e como isto esta´ relacionado com o
grau de emaranhamento entre os subsistemas.
4.2 Emaranhamento no caso integra´vel.
Nesta primeira parte estamos interessados no caso onde a interac¸a˜o dipolar pode
ser descrita pela aproximac¸a˜o de onda girante. Como consequeˆncia, o Hamiltoniano
cla´ssico dado pela expressa˜o (4.4) e´ integra´vel. Ale´m disso, consideraremos o sistema
na ressonaˆncia sendo ω0 = ωa. Daqui para frente, escolhemos G
′
= 0, G = 0.5 e
ω0 = ωa = 1.0 no Hamiltoniano dado pela Eq.(4.1). O valor da constante de Planck
sera´ fixado em h¯ = 1.0 ao longo deste cap´ıtulo. Seguindo o mesmo processo dos
trabalhos precedentes [13, 12, 11], o primeiro passo na nossa ana´lise consiste em
estudar a sec¸a˜o de Poincare´ no subespac¸o (qa, pa), apresentada na Fig. 4.1, onde o
nu´mero de a´tomos corresponde a N = 21 (J = 10.5) e a energia me´dia total do
sistema, E onde E/N = 1. Lembremos que a representac¸a˜o no plano definido pelas
coordenadas (qa, pa) e´ a projec¸a˜o estereogra´fica da esfera de Bloch com raio igual a√
4J .
Notamos a presenc¸a de uma separatriz de movimento definida para qa = 0 que
divide o espac¸o de fase atoˆmico em duas regio˜es: a primeira corresponde a` regia˜o
onde pa > 0 e na segunda regia˜o pa < 0. Em cada uma destas regio˜es, observa-
mos a presenc¸a de toros racionais e irracionais os quais esta˜o localizados ao redor
das duas o´rbitas perio´dicas centrais de menor per´ıodo. Classicamente, ao evoluir
uma Condic¸a˜o Inicial (C.I.) localizada numa das duas regio˜es do subespac¸o, via
equac¸o˜es de Hamilton, o estado do subsistema em tempos futuros permanece na
mesma regia˜o. Afim de comparar adequadamente os nossos resultados, todas as
C.I. esta˜o localizadas na regia˜o de valores positivos da varia´vel pa onde elas sa˜o
indicadas usando diferentes s´ımbolos na Fig. 4.1. Os valores das varia´veis qa e pa
como func¸a˜o do pseudo-spin total do subsistema atoˆmico J associadas a cada C.I.
sa˜o apresentadas na Tabela 4.2 sendo elas escolhidas de tal forma que uma delas
esta´ localizada sobre um toro muito pro´ximo a` o´rbita perio´dica de menor per´ıodo
na regia˜o de valores positivos de pa (triaˆngulo), a segunda C.I. esta´ localizada sobre
um toro perto da separatriz de movimento no espac¸o de fase (quadrado) e a terceira
num outro toro externo cuja posic¸a˜o esta´ localizado perto da borda do subespac¸o
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Figura 4.1: Sec¸a˜o de Poincare´ do sub-sistema atoˆmico considerando o modelo de
Dicke na aproximac¸a˜o de onda girante. Aqui J = 10.5 e energia me´dia do sistema
cumpre E/N = 1.0. Aqui G = 0.5, G′ = 0.0 e h¯ = 1.0. Os pontos indicam as
condic¸o˜es iniciais da Tabela 4.2.
atoˆmico(c´ırculo). Com o objetivo de simplificar a discussa˜o, chamaremos a estas
treˆs C.I. como toro interno, separatriz e borda respectivamente. Para todos os casos,
a condic¸a˜o inicial para o campo e´ escolhida tal que qc0 = 0.0 e o valor do correspon-
dente pc0 e´ calculada de forma que satisfaz a condic¸a˜o que a energia me´dia total do
sistema satisfaz E/N = 1.0.
Condic¸a˜o Inicial S´ımbolo qa0 pa0
Toro interno triaˆngulo 0.0 0.548
√
4J






Tabela 4.1: Condic¸o˜es iniciais escolhidas no caso do sistema integra´vel. J e´ o spin
total do sub-sistema atoˆmico.
Os estados do subsistema atoˆmico constru´ıdos centrando o pacote nestes pontos
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correspondem a um estado coerente com 〈Jˆz〉 ≈ −0.4J (toro interno), um segundo
estado coerente com 〈Jˆz〉 ≈ −J (separatriz) e por u´ltimo um estado coerente com
〈Jˆz〉 ≈ 0.83J (borda), como pode ser corroborado dos valores nume´ricos obtidos
para o valor me´dio de cada condic¸a˜o apresentados na Tabela 4.2.
Condic¸a˜o Inicial J
10.5 7.0 5.0
Separatriz -10.4999 -6.9999 -4.9999
Toro interno -4.1987 -2.7950 -1.9987
Borda 8.6827 5.7904 4.1426
Tabela 4.2: Resultados do ca´lculo nume´rico de 〈Jˆz〉 para o instante inicial e as
condic¸o˜es iniciais escolhidas e diferentes valores de J .
A evoluc¸a˜o da Entropia Linear Reduzida Atoˆmica (ELRA) como func¸a˜o do
tempo depende fortemente da condic¸a˜o inicial do sistema, como podemos ver na
Fig. 4.2, onde sa˜o mostrados os nossos resultados considerando J = 10.5 e as
condic¸o˜es iniciais da Tabela 4.2. Lembrando as propriedades do trac¸o parcial, a
entropia linear do subsistema atoˆmico pode ser escrita como





onde ρˆa = Trc [ρˆ (t)] sendo ρˆ (t) o operador densidade do estado global. Os instan-
tes para os quais o valor da ELRA e´ nulo, correspondem a tempos onde o estado
global e´ separa´vel e os dois subsistemas, em separado, esta˜o num estado puro. Para
todas as condic¸o˜es iniciais, vemos que so´ no tempo inicial o valor da ELRA e´ nulo
e o estado global e´ separa´vel. Desta forma, o subsistema atoˆmico esta´ emaranhado
com o campo para qualquer instante futuro. independentemente da condic¸a˜o inicial
escolhida. Esta situac¸a˜o e´ oposta ao caso analisado no Cap´ıtulo 2, onde N = 1 e
o a´tomo era preparado num estado de superposic¸a˜o, onde o processo de emaranha-
mento e´ revers´ıvel, como podemos ver da evoluc¸a˜o das func¸o˜es de Wigner do campo,
Fig. 2.5, e a func¸a˜o de Wigner atoˆmica, Fig. 2.6.
Para tempos “longos” (30 < ω0t < 70) a ELRA, apresentada no inset da Fig. 4.2,
tem um comportamento assinto´tico ate´ um valor ma´ximo (patamar). O valor da
entropia linear reduzida depende fortemente do nu´mero ma´ximo de estados acess´ıveis
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Figura 4.2: Entropia linear como func¸a˜o do tempo para J = 10.5 e as condic¸o˜es
iniciais da tabela 4.2: Separatriz (linha cont´ınua grossa), Borda (linha tracejada) e
Toro Interno (linha cont´ınua). No “inset”: comportamento no patamar (0 < ω0t <
70).
associados ao sistema atoˆmico, o qual depende basicamente do nu´mero de a´tomos.
Vemos que existem pequenas diferenc¸as no valor da entropia no patamar ao compa-
rar diferentes condic¸o˜es iniciais, sendo fixo o nu´mero de a´tomos do sistema. Obtere-
mos informac¸o˜es tanto sobre estas pequenas diferenc¸as entre os valores do patamar
do ELRA para as treˆs condic¸o˜es iniciais, quanto a` questa˜o da distribuic¸a˜o sobre
os n´ıveis acess´ıveis, ao analisar a func¸a˜o de Wigner atoˆmica e suas distribuic¸o˜es
reduzidas Wθ e Wφ.
Da comparac¸a˜o das curvas de ELRA para as diferentes C.I.s antes de atingir o
patamar, vemos como o aumento da mesma e´ mais ra´pido para as C.I. denotadas
como separatriz e borda do que para aquela definida sobre o toro interno. Como ja´
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foi mostrado na Ref. [12], se o estado coerente e´ preparado de modo que o centro do
mesmo coincide com a C.I. localizada sobre um toro interno da sec¸a˜o de Poincare´, a
ELRA apresenta um nu´mero maior de oscilac¸o˜es, e a taxa de aumento da entropia
e´ menor do que para as outras condic¸o˜es iniciais. Embora o valor final da ELRA
e´ menor do que nos outros casos, toma mais tempo para o sistema atoˆmico atingir
o estado com maior grau de emaranhamento. Em contraste, para as C.I.s perto
da separatriz e perto da borda, o tempo para o qual a ELRA atinge o patamar e´
aproximadamente o mesmo.
Se analisamos a forma das projec¸o˜es das trajeto´rias cla´ssicas associadas a cada
condic¸a˜o inicial vemos como o emaranhamento aumenta significativamente mais
ra´pido para as C.I.s que, classicamente, tem uma trajeto´ria menos confinada numa
determinada regia˜o do espac¸o de fase. Lembremos que estas trajeto´rias sa˜o en-
contradas evoluindo os pontos escolhidos no espac¸o cla´ssico usando as equac¸o˜es
de Hamilton e projetamos as trajeto´rias no espac¸o de fase do subsistema atoˆmico
(Fig. 4.3), As oscilac¸o˜es na ELRA esta˜o relacionadas com separac¸o˜es e aproximac¸o˜es
sucessivas com relac¸a˜o a` borda do espac¸o de fase, como foram discutidas por Angelo
et al. [13] e pelo mesmo autor na tese de doutorado [18]. Vemos como, para este
caso particular, as trajeto´rias menos regulares correspondem justamente a` condic¸a˜o
inicial perto da borda e aquela escolhida perto da separatriz. Podemos afirmar
que condic¸o˜es iniciais do problema mecaˆnico-quaˆntico associadas a o´rbitas cla´ssicas
esta´veis podem estar associados a estados quaˆnticos onde o processo de emaranha-
mento e´ inibido, dentro do contexto definido neste trabalho (N grande e estados
coerentes como estados iniciais).
Resta compararmos as mudanc¸as no comportamento da ELRA ao preparar o
nosso estado atoˆmico inicial com um nu´mero de a´tomos diferentes. Na Figura 4.4
apresentamos os resultados obtidos para a entropia linear como func¸a˜o do tempo
para diferentes valores de N , considerando condic¸o˜es iniciais equivalentes a`quela
sobre o toro interno. O primeiro fato a ser observado e´ a diminuic¸a˜o do valor do
patamar na medida que o nu´mero de a´tomos diminui. Como foi discutido ante-
riormente, isto esta´ associado ao nu´mero de estado acess´ıveis que aumenta quando
N aumenta, o que esta´ relacionado com o fato do sistema tentar evoluir para um
estado misto com contribuic¸a˜o dos 2J + 1 estados acess´ıveis. Nesse contexto de sis-
temas ideais globalmente puros, na˜o ha´ como distinguir uma mistura estat´ıstica do
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Figura 4.3: Projec¸a˜o da trajeto´ria cla´ssica para cada uma das condic¸o˜es iniciais da
tabela 4.2: Separatriz (linha cont´ınua grossa), Borda (linha tracejada) e toro interno
(linha cont´ınua). Os paraˆmetros associados ao Hamiltoniano H sa˜o os mesmos da
Fig. 4.1 e J = 10.5.
ponto de vista dos subsistemas e o estado global maximamente emaranhado. Isto
significa que o valor da ELRA deste estado misto, cujo valor assinto´tico corresponde
a δa ∼ 1 − (N)−1, aumenta quando N aumenta. Uma outra diferenc¸a na ELRA
entre os casos correspondentes a um nu´mero diferente de a´tomos consiste em que a
ELRA consegue atingir um valor menor quando N aumenta e a entropia atinge o
mı´nimo a cada oscilac¸a˜o, embora os tempos nos quais aparecem estes mı´nimos na˜o
dependem do nu´mero de a´tomos presentes. Para as outras duas condic¸o˜es iniciais,
o comportamento da ELRA pode ser descrita da mesma maneira.
Na pro´xima sec¸a˜o discutiremos os resultados obtidos para a evoluc¸a˜o da func¸a˜o
de Wigner atoˆmica associada a cada uma das condic¸o˜es iniciais discutidas ate´ o
momento. Em particular, estamos interessados em analisar quais sa˜o as diferenc¸as
que apresenta esta func¸a˜o para tempos correspondentes aos primeiros ma´ximos e
mı´nimos do valor da ELRA, e usaremos tambe´m as Func¸o˜es de Wigner Reduzi-
das Atoˆmicas (FWRA), Wθ e Wφ. Analisando o comportamento destas func¸o˜es e´
poss´ıvel estabelecer que existe alguma correlac¸a˜o entre a localizac¸a˜o e delocalizac¸a˜o
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Figura 4.4: Entropia linear como func¸a˜o do tempo considerando a condic¸a˜o inicial
sobre um toro interno perto uma das o´rbitas de menor per´ıodo e para diferentes
valores de J : J = 10.5 (Linha cont´ınua grossa); J = 7.0 (Linha pontilhada) e
J = 5.0 (Linha tracejada).
do estado e os ma´ximos e mı´nimos da ELRA. Embora a func¸a˜o de Husimi apre-
sentada na Ref. [13] ja´ permite visualizar a delocalizac¸a˜o gradual no espac¸o de fase
atoˆmico, a func¸a˜o de Wigner permite obter informac¸o˜es mais detalhada sobre o
processo. Usando as FWRA estaremos em condic¸o˜es de determinar se o emaranha-
mento para determinada C.I. esta relacionado a delocalizac¸a˜o no espectro de valores
de Jˆz (associado a θ) ou se Jˆx e Jˆy (relacionados com φ) sa˜o indeterminados.
4.2.1 Dinaˆmica da func¸a˜o de Wigner do subsistema atoˆmico.
Devido ao fato de que a func¸a˜o de Wigner e´ uma representac¸a˜o no espac¸o de
fase cla´ssico do operador densidade, ela e´ uma ferramenta poderosa no estudo da
dinaˆmica de um determinado sistema, como ja´ foi corroborado no Cap´ıtulo 2. Neste
caso particular, a FWA permite uma representac¸a˜o do estado atoˆmico no subespac¸o
de fase para qualquer tempo, calculada a partir dos resultados nume´ricos obtidos
para os elementos da matriz densidade reduzida atoˆmica. Desta forma, podemos
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usar as Func¸o˜es de Wigner Reduzidas Atoˆmicas (FWRA) no estudo da localizac¸a˜o e
delocalizac¸a˜o do estado nas varia´veis θ e φ e discutir as diferenc¸as entre a dinaˆmica
do emaranhamento dependendo do estado inicial escolhido.
A partir da Func¸a˜o de Wigner atoˆmica, ja´ definida na Eq.(1.66), podemos cal-




W (θ, φ, t) dφ




W (θ, φ, t) sin θdθ
Estas func¸o˜es permitem uma melhor visualizac¸a˜o do comportamento da func¸a˜o de
quase-distribuic¸a˜o, em particular sobre a localizac¸a˜o e a delocalizac¸a˜o do estado
atoˆmico nas varia´veis θ e φ. No espac¸o de Hilbert do momento angular, θ e φ esta˜o
relacionadas, respectivamente, com Jˆz e a fase do estado do sistema [30]. Cumpre-se
a relac¸a˜o √
J (J + 1) cos θ = M (4.6)
sendo o valor M o autovalor associado ao operador Jˆz e J e´ o pseudo-spin total. Ale´m
das FWRA, que denotaremos como Wθ e Wφ omitindo a menc¸a˜o a` dependeˆncia tem-
poral, tambe´m apresentaremos a representac¸a˜o polar esfe´rica da FWA, ja´ discutida
no Cap´ıtulo 1.
Apresentamos a func¸a˜o de Wigner atoˆmica na representac¸a˜o polar esfe´rica para
os estados coerentes atoˆmicos no tempo inicial, Fig. 4.5, constru´ıdos usando as
condic¸o˜es apresentadas na Tabela 4.2. No tempo inicial, os nossos resultados nu-
me´ricos da FWA na˜o apresentam valores negativos, como era de esperar ao definir
como estado inicial um estado coerente atoˆmico. Vemos como para o estado coerente
centrado ao redor da C.I. localizada perto da separatriz de movimento, a repre-
sentac¸a˜o polar esfe´rica da FWA, possui um ma´ximo positivo em z ≈ −1 quase no
polo Sul da esfera de Bloch (eixo de valores negativos de z com θ = π). Lembrando
que a localizac¸a˜o da varia´vel θ esta´ associada ao valor esperado do operador Jˆz e
dado que o polo sul da esfera de Bloch corresponde aproximadamente a 〈Jˆz〉 = −J ,
vemos como a forma da FWA reflete a nossa escolha inicial (confrontar com a Ta-
bela 4.2). Nesta representac¸a˜o, a FWA do estado coerente coincide com aquela
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associada ao estado fundamental |J,−J〉 do sistema atoˆmico, como podemos ver ao
comparar com a Fig. 1.3(a).
A forma da FWA para a condic¸a˜o definida sobre o toro interno, esta´ bem
localizada nas direc¸o˜es determinadas pelos aˆngulos polar e azimutal: ela possui um
valor ma´ximo localizado no valor de θ = 1.98 que corresponde a 〈Jˆz〉 ≈ −0.42J
(z ≈ −0.4). Quanto a φ, vemos que ela esta´ bem localizada ao redor de φ ≈ ±π
que corresponde, segundo a nossa definic¸a˜o, a` direc¸a˜o do eixo negativo de y. No
caso da condic¸a˜o perto da borda, a func¸a˜o de Wigner atoˆmica apresenta as mesmas
caracter´ısticas das anteriores mas o ma´ximo principal da mesma esta´ localizado em
θ = 0.60 que corresponde a 〈Jˆz〉 ≈ 0.86J . As diferenc¸as entre os valores de 〈Jˆz〉,
estimados com base na forma da func¸a˜o de Wigner atoˆmica, e aquele apresentado
na Tabela 4.2 sa˜o consequeˆncia do erro nume´rico introduzido no ca´lculo: o valor da
Tabela foi calculado diretamente dos coeficientes associados a cada estado na base
|J,M〉 definidos pela expressa˜o (4.2) e o segundo foi obtido depois de realizadas todas
as operac¸o˜es necessa´rias no ca´lculo da func¸a˜o de Wigner atoˆmica (diagonalizac¸a˜o,
evoluc¸a˜o temporal e construc¸a˜o do operador densidade global, reduc¸a˜o das varia´veis
do campo e somato´rios sobre os ı´ndices K, Q e M no ca´lculo espec´ıfico da FWA).
Nas pro´ximas sec¸o˜es, nos concentraremos na discussa˜o da localizac¸a˜o e deloca-
lizac¸a˜o das probabilidades reduzidas Wθ e Wφ. A forma destas func¸o˜es tanto para o
instante inicial quanto para tempos longos sera´ apresentado em todos os gra´ficos a
seguir, facilitando a comparac¸a˜o. Os instantes escolhidos correspondem aos tempos
onde a ELRA apresenta ma´ximos e mı´nimos, uma vez que queremos estabelecer uma
relac¸a˜o entre o grau de emaranhamento e a localizac¸a˜o e delocalizac¸a˜o da FWA. Os
tempos para os quais foram feitos os ca´lculos nume´ricos sa˜o apresentados na Ta-
bela 4.3. As convenc¸o˜es usadas nos gra´ficos sera˜o escolhidas de acordo com a ordem
em que os ma´ximos e mı´nimos aparecem no gra´fico da entropia. Apresentamos estas
convenc¸o˜es na Tabela 4.4 para facilitar a leitura e compreensa˜o dos resultados.
Dinaˆmica da FWA: condic¸a˜o inicial sobre o toro.
Apresentamos os resultados para as func¸o˜es de Wigner reduzidas Wθ, Fig. 4.6(a),
e Wφ, Fig. 4.6(b) nos tempos correspondentes a ma´ximos (Esquerda) e mı´nimos
(Direita) da ELRA. Nos gra´ficos da distribuic¸a˜o Wθ indicamos, usando linhas trace-
jadas, os valores do aˆngulo polar correspondentes tanto ao equador (M = 0) quanto
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Figura 4.5: Func¸o˜es de Wigner atoˆmicas na representac¸a˜o polar esfe´rica para J =
10.5, no instante inicial. Preto: Toro interno; Cinza escuro: Separatriz; Cinza claro:
borda.
a alguns autoestados da base |J,M〉 onde o valor de M para cada estado da base
esta´ indicado na legenda acima da linha vertical (J = 10.5). No caso de Wφ, as
linhas tracejadas separam os valores da varia´vel em quatro intervalos: aquele corres-
pondente ao quadrante I, que corresponde na representac¸a˜o polar esfe´rica a valores
x > 0 e y < 0, II onde as varia´veis x e y sa˜o positivas, III associado a x < 0 e y > 0
e finalmente IV onde tanto x quanto y sa˜o negativos.
No instante inicial, tempo representado usando uma linha cont´ınua, vemos como
a forma das distribuic¸o˜es reduzidas nos permite extrair informac¸o˜es sobre as carac-
ter´ısticas do estado inicial: Wθ esta´ centrada no valor de θ ≈ 0.64π que corresponde
a um valor me´dio do operador 〈Jˆz〉 ≈ −0.43J . A distribuic¸a˜o Wφ tem um ma´ximo
para os valores φ ≈ ±π, que corresponde a posic¸a˜o do eixo Y na direc¸a˜o negativa,
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Tempo Toro Separatriz Borda
1 ma´ximo 1.80 1.70 1.60
1 mı´nimo 2.80 2.50 2.40
2 ma´ximo 4.40 3.50 3.30
2 mı´nimo 5.70 4.40 4.30
3 ma´ximo 7.40 5.50 5.20
3 mı´nimo 8.60 6.30 —
4 ma´ximo 10.2 7.40 —
Patamar 70.0 40 40
Tabela 4.3: Tempos correspondentes a ma´ximos e mı´nimos da entropia linear asso-
ciados as treˆs condic¸o˜es iniciais escolhidas.
Tempos Estilo da linha S´ımbolo
0 Cont´ınua —
1 ma´ximo Tracejada —
2 ma´ximo Tracejada grossa —
3 ma´ximo Cont´ınua C´ırculo.
4 ma´ximo Cont´ınua grossa —
Patamar Cont´ınua C´ırculo cheio.
Tabela 4.4: Convenc¸o˜es usadas nos gra´ficos das FWRA, Wθ e Wφ. Os tempos
correspondentes aos mı´nimos da entropia tem a mesma convenc¸a˜o que o ma´ximo
com igual nu´mero de ordenamento.
sendo na˜o nula so´ num pequeno intervalo ao redor deste valor. Se olharmos a FWA
reduzidas para um tempo no qual a ELRA tem atingido o seu valor ma´ximo ou pa-
tamar (indicado pelos c´ırculos cheios na figura) vemos como o emaranhamento leva
o subsistema a perder localizac¸a˜o na varia´vel φ, se compararmos as distribuic¸o˜es in-
iciais. Apesar de Wθ apresentar um ma´ximo para θ ≈ 0.58π (M = −0.26J ≈ −J+8)
e ainda estar localizada num intervalo relativamente pequeno do espectro de valores
de Jˆz, observamos que na varia´vel φ a delocalizac¸a˜o e´ maior, pois Wφ toma valores
diferentes de zero para todos os valores de φ.
Nos tempos intermedia´rios entre estes dois instantes, podemos descrever a dinaˆ-
mica da func¸a˜o de Wigner reduzida Wθ, dizendo que o valor mais prova´vel da mesma
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oscila entre 0.50π e 0.64π ao redor de um valor de θ o qual e´ finalmente atingido
quando a ELRA atinge o patamar. Nos tempos correspondentes aos mı´nimos da
ELRA, Fig. 4.6(a) a` direita, o ma´ximo da func¸a˜o tenta voltar ate´ a mesma posic¸a˜o
do instante inicial. Ale´m disso, o largura da distribuic¸a˜o Wθ e´ ligeiramente me-
nor do que a`quela associada aos instantes correspondentes aos ma´ximos da ELRA,
mostrados na mesma figura, a` esquerda. Por sua vez, nestes tempos (ma´ximos
das oscilac¸o˜es do ELRA), o valor ma´ximo de Wθ desloca-se para valores de θ mais
pro´ximos de θ = 0.5π, associado ao valor M = 0.
A evoluc¸a˜o da func¸a˜o Wφ e´ bastante diferente, como podemos observar na
Fig. 4.6(b), onde vemos que a delocalizac¸a˜o da FWRA e´ gradual no aˆngulo azi-
mutal. Um fato interessante consiste na aparic¸a˜o de picos secunda´rios, diferentes do
ma´ximo principal presente no tempo inicial, e a dinaˆmica dos mesmos no decorrer no
tempo. Vemos como, no tempo correspondente ao primeiro ma´ximo (linha tracejada
fina na Fig. 4.6(b) a` esquerda) Wφ adquiriu valores diferentes de zero para todos os
valores de φ correspondentes ao primeiro e quarto quadrante, aparecendo picos se-
cunda´rios. Isto implica que o estado do subsistema atoˆmico esta´ mais deslocalizado
em φ se compararmos com o instante inicial. No entanto, no tempo correspondente
ao primeiro mı´nimo (gra´fico a` direita e mesmo estilo de linha) vemos que os picos
secunda´rios deslocam-se ate´ o segundo e terceiro quadrante, com posic¸o˜es sime´tricas
relativas ao eixo Y (aproximadamente a ±68.4 graus), sendo o valor da FWRA nula
para valores de φ intermedia´rios entre os treˆs picos existentes. No tempo corres-
pondente ao segundo ma´ximo (linha tracejada espessa, a` esquerda), Wφ so´ possui o
pico principal com largura maior se comparamos com o instante inicial. No segundo
mı´nimo (mesma convenc¸a˜o, a` esquerda), vemos de novo os picos secunda´rios nos pri-
meiros e quarto quadrante, em posic¸o˜es sime´tricas com respeito a direc¸a˜o negativa
do eixo Y e ligeiramente deslocados dos eixo x = 0, mais um terceiro no valor de
φ/π = 0.0. Eles na˜o esta˜o separados um do outro ja´ que Wφ e´ diferente de zero para
valores de φ intermedia´rios. Veremos que o terceiro pico esta´ relacionado com a parte
negativa da func¸a˜o de Wigner atoˆmica, que so´ e´ poss´ıvel enxergar na representac¸a˜o
polar esfe´rica. Para tempos posteriores esta estrutura de picos secunda´rios vai sendo
gradualmente apagada pela delocalizac¸a˜o geral do estado atoˆmico em fase, como ve-
mos dos resultados nos tempos associados aos terceiro ma´ximo e o correspondente
mı´nimo, indicados pelos c´ırculos na Fig. 4.6(b).
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Figura 4.6: Func¸o˜es de Wigner reduzidas atoˆmicas para J = 10.5 considerando
a condic¸a˜o inicial localizada sobre um toro pro´ximo a` o´rbita de menor per´ıodo no
espac¸o de fase cla´ssico e tempos correspondentes a ma´ximos (Esq.) e mı´nimos (Dir.)
da ELRA. (a) Wθ; (b) Wφ.
A forma da FWA na representac¸a˜o polar esfe´rica e´ apresentada na Fig. 4.7,
onde a parte positiva esta´ indicada usando cinza e a negativa usando cor preta.
As escalas em z variam para melhorar a visualizac¸a˜o do comportamento da FWA.
No instante associado ao primeiro ma´ximo da entropia linear reduzida atoˆmica,
Fig. 4.7(a), vemos uma estrutura de treˆs lo´bulos distingu´ıveis: o primeiro na direc¸a˜o
correspondente a valores negativos do eixo x com um valor ma´ximo em z ≈ −0.1 e
dois secunda´rios sime´tricos com relac¸a˜o ao eixo x nos quadrantes I e IV e na mesma
posic¸a˜o em z que o ma´ximo principal . Ja´ no tempo do primeiro mı´nimo da entropia,
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Fig. 4.7(b), temos o mesmo tipo de estrutura que para o tempo anterior, embora
os lo´bulos esta˜o mais localizados e os lo´bulos secunda´rios aparecem nos quadrantes
II e III com valores ma´ximos em z ≈ −0.1, associados aos picos secunda´rios ja´
discutidos ao apresentar os resultados obtidos para Wφ. Tanto neste tempo quanto
para o tempo correspondente ao segundo mı´nimo da entropia, Fig. 4.7(d), pode-
mos distinguir treˆs lo´bulos positivos na func¸a˜o de Wigner do estado atoˆmico onde a
posic¸a˜o em z do ma´ximo principal varia, devido a`s oscilac¸o˜es em θ do valor ma´ximo
de Wθ, ja´ discutida anteriormente. No tempo correspondente ao segundo ma´ximo,
Fig. 4.7(c), a estrutura muda: a func¸a˜o de Wigner perde os lo´bulos secunda´rios e
conserva o lo´bulo principal. A ordem de grandeza da parte negativa e´ desprez´ıvel
se comparada com a parte positiva. Esta forma e´ similar as FWA nos instante cor-
respondentes ao terceiro mı´nimo da entropia, Fig. 4.7(e), e no patamar, Fig. 4.7(f).
Nestes treˆs instantes, a FWA tem valores diferentes de zero para valores de θ no
hemisfe´rio norte da esfera de Bloch, z > 0, embora a FWA na˜o possua valores
de z superiores a 0.05. Nesse sentido, podemos dizer que para qualquer instante
de tempo, embora tenha uma delocalizac¸a˜o gradual, a dinaˆmica da FWA atoˆmica
esta´ “confinada” praticamente no hemisfe´rio sul. Para todos estes tempos, a FWA
possui parte negativa, cuja ordem de grandeza pode ser compara´vel ou na˜o com a
parte positiva. No contexto do nosso trabalho ela e´ uma sinal de que o emaranha-
mento leva o estado atoˆmico a estados que na˜o sa˜o estados coerentes e sim estados
de mistura, como e´ representado um estado emaranhado no espac¸o do subsistema.
Por outro lado, a presenc¸a de valores negativos na func¸a˜o de Wigner nos diz que o
sistema atoˆmico na˜o evoluiu ate´ uma mistura estat´ıstica completa dos estados da
base |J,M〉 ja´ que valores negativos em Wθ,φ indicam que elementos diferentes da
diagonal no operador densidade reduzido atoˆmico sa˜o diferentes de zero.
Do comportamento das func¸o˜es de Wigner reduzidas Wθ e Wφ mostrado na
Fig. 4.6 e da FWA na representac¸a˜o polar esfe´rica, podemos concluir que, embora
a interac¸a˜o a´tomo-campo favorec¸a a formac¸a˜o de lo´bulos secunda´rios distingu´ıveis,
o emaranhamento dos subsistemas tem como efeito l´ıquido levar o sistema a se
deslocalizar e quando a ELRA atinge o patamar, o estado atoˆmico esta´ num estado
de mistura onde poucos auto-estados de Jˆz participam, e por tanto com relativa
localizac¸a˜o em Jˆz, com total indeterminac¸a˜o dos valores esperados dos operadores
Jˆx e Jˆy, associados a` varia´vel φ. O patamar esta relacionado com uma distribuic¸a˜o
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Figura 4.7: Evoluc¸a˜o temporal da func¸a˜o de Wigner atoˆmica na representac¸a˜o polar
esfe´rica. C.I. sobre um toro interno.
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do estado num nu´mero grande de estados acess´ıveis e em principio podemos supor
que o estado se distribui uniformemente nestes estados. A func¸a˜o de Wigner atoˆmica
nos mostra que esta ide´ia na˜o e´ correta, o aumento da entropia linear reduzida pode
estas associada a delocalizac¸a˜o do estado em uma ou outra varia´vel, θ ou φ, ou nas
duas.
Nos instantes correspondentes aos mı´nimos da ELRA (em particular, no instante
correspondente ao primeiro mı´nimo da ELRA), o subsistema atoˆmico tem associa-
das func¸o˜es de Wigner atoˆmicas, bastante similares aos estados de gato atoˆmicos
apresentados por Benedict e Czirja´k [58]. Da mesma forma que no caso do oscilador
qua´rtico bidimensional do Cap´ıtulo 3, poderiamos estar diante da formac¸a˜o de gatos
ou misturas estat´ısticas de estados de gato. Entretanto, neste caso a demonstrac¸a˜o
formal e´ bem mais complicada e deixamos esta questa˜o em aberto.
Evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner: Separatriz e borda.
Da mesma forma que foi analisada a dinaˆmica da FWA no caso da C.I. sobre o
toro interno, estudamos o comportamento da mesma func¸a˜o quando as C.I. esta˜o
localizadas perto da separatriz de movimento e da borda do espac¸o de fase cla´ssico.
Separatriz: A evoluc¸a˜o do estado inicial preparado usando como centro o ponto
que corresponde a uma condic¸a˜o inicial cla´ssica localizada perto da separatriz de
movimento e´ estudada usando tanto a func¸a˜o de Wigner reduzida Wθ, Fig. 4.8(a),
quanto a func¸a˜o associada ao aˆngulo azimutal Wφ, Fig. 4.8(b), nos instantes corres-
pondentes a` ma´ximos (Esq.) e mı´nimos (Dir.) da entropia linear reduzida atoˆmica,
ELRA. Para todos os gra´ficos, e´ apresentada simultaneamente a forma da func¸a˜o
correspondente tanto para o instante inicial quanto para um instante onde a ELRA
atingiu o patamar.
Vemos que para o instante inicial, Wθ apresenta um pico bem localizado ao redor
do valor de M ≈ −J e a forma de Wφ indica que o estado inicial esta distribu´ıdo para
todos os valores de φ, o que corresponde com a situac¸a˜o do estado coerente localizado
no estado fundamental |J,−J〉 (linha continua). No patamar, a situac¸a˜o e´ diferente
da encontrada no caso da condic¸a˜o inicial sobre o toro: tanto Wθ quanto Wφ esta˜o
deslocalizadas, embora a primeira ainda conserve o pico principal bem localizado
no valor de θ = 0 (c´ırculo cheio). Se comparadas com a forma final das func¸o˜es
de Wigner reduzidas do caso anterior, vemos que elas esta˜o significativamente mais
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deslocalizadas, sendo esta a raza˜o pela qual o valor da ELRA no patamar e´ maior
neste caso (mais estados |J,M〉 participando). Para tempos intermedia´rios, as di-
ferenc¸as no comportamento das FWRA entre os tempos de ma´ximos e mı´nimos da
ELRA podem ser resumidas assim: o valor ma´ximo de Wθ oscila da mesma maneira
do que no caso anterior, embora as oscilac¸o˜es na˜o esta˜o restritas uma determinada
regia˜o, podendo tomar qualquer valor de θ. Embora a delocalizac¸a˜o de Wθ seja
gradual, podemos ver como os mı´nimos e ma´ximos da ELRA esta˜o ligados a loca-
lizac¸a˜o da func¸a˜o Wφ. Isto e´ visto da Fig. 4.8(b), onde nos tempos correspondentes
aos mı´nimos da ELRA aparece a estrutura de picos secunda´rios associada a lo´bulos
distingu´ıveis na representac¸a˜o polar esfe´rica da FWA, sendo eles bem definidos ate´
o tempo correspondente ao terceiro mı´nimo (indicado com c´ırculos), como podemos
observar na Fig. 4.8(b) a` direita.
Borda: Apresentamos as func¸o˜es de Wigner reduzidas Wθ e Wφ, Fig. 4.9, quando
o pacote coerente e´ constru´ıdo sobre uma condic¸a˜o nas vizinhanc¸as da borda no
espac¸o de fase cla´ssico. Para o tempo inicial a func¸a˜o Wθ, Fig 4.9(a), tem um pico
principal localizado em θ = 0.18π (M = 0.88J) o que coincide com a nossa escolha
original, e Wφ tem o pico localizado em ±π. No patamar vemos que tanto Wθ quanto
Wφ deslocalizam-se mais rapidamente nesta escolha, se comparamos com qualquer
um dos casos anteriores. Nos tempos intermedia´rios, o pico principal de Wθ oscila
no intervalo definido pelo valor inicial (π/2− θ0 < θ < π/2 + θ0, onde θ0 = 0.18π).
A estrutura de picos secunda´rios em Wφ, na˜o aparece neste caso, nem mesmo no
tempo correspondente ao primeiro mı´nimo da ELRA. O comportamento de Wθ para
tempos correspondentes a ma´ximos e mı´nimos da ELRA e´ bastante similar a`s duas
escolhas anteriores sendo duas as diferenc¸as fundamentais: a primeira e´ o fato do
intervalo de valores de θ onde o ma´ximo da func¸a˜o oscila e´ menor do que o associado
para a condic¸a˜o inicial perto da separatriz e maior do que para a condic¸a˜o inicial no
toro interno. A segunda e´ que a delocalizac¸a˜o em θ acontece mais rapidamente do
que para qualquer dos casos anteriores.
A evoluc¸a˜o da func¸a˜o de Wigner atoˆmica na representac¸a˜o polar esfe´rica para
estas duas C.I.s e´ apresentada na Fig. 4.10 para tempos indicados na mesma. Vemos
como no tempo correspondente ao primeiro ma´ximo da ELRA, as func¸o˜es associadas
a`s duas C.I.s na˜o apresentam os lo´bulos secunda´rios bem definidos encontrados para
a C.I. localizada no toro interno, sendo a forma das mesmas parecidas excetuando
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Figura 4.8: Func¸o˜es de Wigner reduzidas quando N = 21 (J = 10.5), considerando
a C.I. perto da separatriz e tempos correspondentes a ma´ximos (Esq.) e mı´nimos
(Dir.) da entropia linear reduzida atoˆmica: (a)W (θ) e (b) W (φ).
o fato da FWA para a condic¸a˜o perto da separatriz possuir uma forma mais arre-
dondada, o que significa que a FWA tem valores diferentes de zero para um nu´mero
maior de “direc¸o˜es” na esfera de Bloch do que para a outra condic¸a˜o. Se compara-
mos os valores da ELRA nos dois casos, δa = 0.48 para a condic¸a˜o inicial sobre a
borda e δa = 0.72 para a condic¸a˜o inicial perto da separatriz, podemos comprovar de
novo a relac¸a˜o entre o grau de emaranhamento e localizac¸a˜o do estado atoˆmico. A
mesma situac¸a˜o e´ observada ao comparar as FWA nos outros instantes: no primeiro
mı´nimo da entropia linear, a forma da FWA para a condic¸a˜o na borda esta´ mais
localizada, apresentando ate´ a estrutura de lo´bulos secunda´rios, se comparamos com
a outra condic¸a˜o (aqui δa = 0.06 para a C.I. perto da borda e δa = 0.17 perto da
separatriz).
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Figura 4.9: W (θ) e W (φ) para J = 10.5 considerando a condic¸a˜o inicial localizada
na borda do espac¸o de fase cla´ssico e alguns tempos de interesse.
No segundo ma´ximo, as FWA diferem muito pouco, e notamos que δa = 0.85
(borda) e δa = 0.89 (separatriz). A situac¸a˜o muda para o tempo correspondente no
segundo ma´ximo e a FWA e´ mais localizada para a condic¸a˜o inicial perto da borda
do que aquela associada a` separatriz, ao mesmo tempo que o valor do segundo
mı´nimo da entropia sobre a C.I. perto da separatriz (δa = 0.40) e´ menor que aquele
encontrado na borda (δa = 0.57) e de fato a FWA esta´ mais localizada para esta
C.I.. No terceiro ma´ximo resulta dif´ıcil determinar qual entre os dois casos esta´ mais
localizada. Olhando para os resultados da ELRA, vemos que neste caso os valores
da entropia sa˜o aproximadamente iguais. Finalmente, para ω0t = 40, a ELRA nos
dois casos ja´ atingiram seus patamares e as func¸o˜es de Wigner atoˆmicas mostram
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como para o caso correspondente a` condic¸a˜o inicial sobre a borda, a func¸a˜o e´ mais
deslocalizada do que para a C.I. perto da separatriz. Isto ja´ era vis´ıvel nos resultados
para as func¸o˜es Wθ e Wφ, estando este resultado em correspondeˆncia com a diferenc¸a
entre os valores da entropia linear no patamar dos dois casos (δa ≈ 0.92 para a C.I.
perto da borda e δa ≈ 0.89, perto da separatriz). Da mesma forma que para a C.I.
sobre o toro interno, existe uma parte negativa em todos os instantes representados
no gra´fico, embora ela seja muito pequena se comparada com a parte positiva. De
novo, interpretamos que neste contexto, o aparecimento da parte negativa e´ indicar
que o estado atoˆmico na˜o e´ ainda um estado de mistura estat´ıstica completa (ou um
estado maximamente emaranhado do ponto de vista global).
Resumindo, podemos dizer que a func¸a˜o Wθ se deslocaliza a medida que o tempo
passa, o seu valor ma´ximo oscilando entre valores da varia´vel θ correspondentes ao
intervalo −|〈Jˆz (0)〉| < M < |〈Jˆz (0)〉|, com excec¸a˜o da C.I. sobre o toro interno no
qual o ma´ximo de Wθ varia entre valores entre M = 0 e o valor inicial de 〈Jˆz〉. Isto
tem relac¸a˜o direta com a estrutura do espac¸o de fase cla´ssico: no caso da o´rbita
perio´dica, os toros mais pro´ximos desta o´rbita que permanecem, no espac¸o de fase,
numa faixa estreita de θ. A Func¸a˜o de Wigner atoˆmica de certa forma acompanha
esta evoluc¸a˜o.
4.3 Emaranhamento no caso na˜o integra´vel.
A seguir, analisaremos a dinaˆmica do emaranhamento entre os subsistemas (a´tomo
e campo) ao considerar os efeitos do termo contra-girante escolhendo G
′
= 0.2,
G = 0.5 no Hamiltoniano de Dicke, Eq.(4.1). Nesta sec¸a˜o, reproduzimos parte do
processo seguido por Angelo et al. [13] e pelo mesmo autor na tese de doutorado [18]
para depois calcular a func¸a˜o de Wigner atoˆmica e analisar o processo de desloca-
lizac¸a˜o gradual nas varia´veis angulares.
Da mesma maneira do que no caso integra´vel, consideramos o sistema na res-
sonaˆncia, h¯ = 1.0 e a energia me´dia total do sistema e´ tal que E/N = 1. Para
esta escolha de paraˆmetros, o ana´logo cla´ssico do sistema apresenta caos, como e´
verificado ao observar a sec¸a˜o de Poincare´ do subsistema atoˆmico para a nossa es-
colha de paraˆmetros, reproduzida na Fig. 4.11. A forma da sec¸a˜o depende tanto
da relac¸a˜o entre os valores dos paraˆmetros G e G
′
, quanto da energia me´dia do
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Figura 4.10: Evoluc¸a˜o temporal da func¸a˜o de Wigner atoˆmica na representac¸a˜o
polar esfe´rica. C.I. separatriz (cinza escuro) e borda (cinza claro).
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Figura 4.11: Sec¸a˜o de Poincare´ do subsistema atoˆmico onde J = 10.5, ω0 = 1.0,
h¯ = 1.0 e energia me´dia do sistema E/N = 1. Aqui G = 0.5 e G′ = 0.2 e os pontos
indicam as condic¸o˜es iniciais da escolhidas.
sistema [95]. Vemos da Fig. 4.11 que no nosso caso particular a sec¸a˜o de Poincare´
apresenta regio˜es cao´ticas e duas regio˜es esta´veis, sendo a maior delas definida para
valores positivos da varia´vel pa, dentro das quais aparecem um conjunto de toros ao
redor das o´rbitas perio´dicas de menor per´ıodo.
Da mesma forma do que para o caso integra´vel, escolhemos quatro condic¸o˜es
iniciais que sera˜o o centro do estado coerente a` ser constru´ıdo, sendo duas delas
cao´ticas e duas escolhidas dentro das ilhas esta´veis. A C.I. que denotaremos como
C1, indicada por um diamante (cheio) na Fig.4.11, esta´ localizada perto da borda do
espac¸o de fase. A segunda C.I. cao´tica esta´ localizada numa regia˜o mais interna da
sec¸a˜o de Poincare´, e esta indicada por um triaˆngulo, e sera´ denominada C2. Quanto
a`s condic¸o˜es iniciais perio´dicas, uma delas esta´ localizada num toro interno perto da
o´rbita perio´dica de menor per´ıodo, indicada com c´ırculo (cheio) na Fig.4.11 e que
sera´ denominada P1, e a outra coincide com a o´rbita perio´dica de menor per´ıodo da
ilha esta´vel menor, que chamaremos P2 e esta´ indicada por um quadrado. Tanto os
valores das coordenadas cla´ssicas qa e pa quanto o valor me´dio da projec¸a˜o no eixo z
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Tipo de condic¸a˜o qa pa 〈Jˆz〉
C1: interna 0.0 −0.28√4J −0.84J
C2: borda −0.99√4J 0.0 0.96J
P1: Toro interno na ilha maior 0.0 0.54
√
4J −0.47J
P2: O´rbita de menor per´ıodo da ilha menor 0.0 −0.85√4J 0.44J
do pseudo-spin total para cada condic¸a˜o quando J = 10.5 sa˜o dados na Tabela 4.3.
A diferenc¸a fundamental entre as trajeto´rias associadas a regio˜es regulares e cao´ticas
descritas pela mecaˆnica cla´ssica consiste em que as primeiras esta˜o bem localizadas
no espac¸o de fase cla´ssico enquanto as outras na˜o (Ver Apeˆndice B para ver as
projec¸o˜es). Da mesma forma que para o caso integra´vel, isto afeta a dinaˆmica do
emaranhamento e deve se refletir no comportamento da func¸a˜o de Wigner.
Sabemos da Ref. [11, 13] que o processo de emaranhamento para as condic¸o˜es
cao´ticas e´ mais ra´pido para as condic¸o˜es com trajeto´rias mais complexas devido a`
correspondente delocalizac¸a˜o do estado, de maneira similar aos resultados encontra-
dos para o caso integra´vel. Isto e´ confirmado ao calcular a entropia linear reduzida
atoˆmica (ELRA). Apresentamos os nossos resultados para a ELRA (essencialmente
os mesmos da Ref. [13]) para as condic¸o˜es iniciais localizadas nas ilhas esta´veis,
Fig. 4.12(a), e para as duas condic¸o˜es na regia˜o cao´tica, Fig. 4.12(b) para tem-
pos onde o valor da ELRA cresce e ha´ oscilac¸o˜es. Comparando os dois gra´ficos,
confirmamos como o processo de emaranhamento e´ mais ra´pido para as C.I.s de-
finidas na regia˜o cao´tica do que para o caso onde escolhemos pontos dentro das
ilhas esta´veis [11, 13]. Dois fatos interessantes sa˜o observados e explicados na tese
de Renato M. Angelo [18] e repetimos aqui para as va´rias condic¸o˜es iniciais. Nas
ilhas esta´veis, para tempos curtos, vemos que o sistema atoˆmico recobra pureza com
maior eficieˆncia quando o pacote e´ centrado na ilha menor. Esta “eficieˆncia” e´ enten-
dida como o fato do δa adquirir valores pequenos, perto de zero, nos instantes onde
a curva apresenta mı´nimos. No caso das condic¸o˜es localizadas na regia˜o cao´tica,
vemos que para ω0t < 1.0 a taxa de emaranhamento e´ maior quando o estado in-
icial e´ constru´ıdo sobre um ponto perto da borda do espac¸o de fase atoˆmico. No
entanto, durante as primeiras oscilac¸o˜es do ELRA, esta quantidade atinge valores
maiores nos ma´ximos para a condic¸a˜o inicial no interior da regia˜o cao´tica, situac¸a˜o
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Figura 4.12: Evoluc¸a˜o da ERLA para as C.I.s escolhidas centradas sobre os pontos
da sec¸a˜o da Fig. 4.11. (a)Ilhas regulares e (b)Regia˜o cao´tica e tempos no intervalo
0 < ω0t < 20 e (c) Patamar (60 < ω0t < 70). C´ırculo cheio: P1; quadrado: P2;
Triaˆngulo: C1 e Diamante cheio: C2.
que muda para ω0t > 15 onde as duas curvas tem um comportamento oscilato´rio
similar, crescendo continuamente.
Tambe´m confirmamos que comparando os valores nos patamares para os quatro
casos, apresentados na Fig. 4.12(c), o valor da ELRA para a condic¸a˜o inicial P1 e´
mais baixo do que para a condic¸a˜o inicial P2. O valor da entropia no patamar para
a segunda condic¸a˜o e´ compara´vel ao encontrado para as C.I.s na regia˜o cao´tica, o
que e´ interpretado na Ref. [13] como a influeˆncia das regio˜es cao´ticas na vizinhanc¸a
desta C.I. Na pro´xima sec¸a˜o usaremos as func¸o˜es de Wigner reduzidas atoˆmicas, Wθ
e Wφ, com o objetivo de encontrar uma correlac¸a˜o entre a tendeˆncia a` delocalizac¸a˜o
tanto em θ quanto em φ nos ma´ximos da ELRA e localizac¸a˜o nos mı´nimos para
Liliana Sanz de la Torre Tese de Doutorado
118 4. Func¸o˜es de Wigner atoˆmicas e o Maser de Dicke.
cada uma das condic¸o˜es iniciais.
4.3.1 Dinaˆmica da Func¸a˜o de Wigner.
Nesta sec¸a˜o tentaremos explicar as diferenc¸as para o caso cao´tico e regular do com-
portamento do emaranhamento usando a func¸a˜o de Wigner atoˆmica no ana´lise do
processo de delocalizac¸a˜o do estado atoˆmico. Faremos isto comparando a evoluc¸a˜o
das func¸o˜es de Wigner reduzidas atoˆmicas, Wθ e Wφ, das condic¸o˜es iniciais nas ilhas
regulares e na regia˜o cao´tica separadamente. Lembremos que P1 e´ o nome para a
C.I. localizada sobre o toro interno na ilha maior, P2 se refere a` C.I. na ilha menor,
C1 a` C.I. na parte interna da regia˜o cao´tica e C2 a` C.I. na mesma regia˜o cao´tica
mas perto da borda do espac¸o de fase.
Na Figura 4.13 mostramos os nossos resultados para as FWRA para as duas
condic¸o˜es iniciais escolhidas sobre o´rbitas perio´dicas. No tempo inicial, ao considerar
P1, vemos que Wθ tem um ma´ximo localizado no valor 0.64π. Para P2, a posic¸a˜o do
ma´ximo corresponde a θ = 0.35π. Lembrando da relac¸a˜o entre o aˆngulo θ e o valor
me´dio do operador Jˆz dado pela Eq. 4.6, vemos que 〈Jˆz〉 ≈ −4.67J no primeiro caso
e 〈Jˆz〉 ≈ 4.98J para a c.i. sobre a o´rbita perio´dica na ilha menor. As diferenc¸as entre
estes valores e aqueles encontrados ao calcular 〈Jˆz〉 diretamente do estado inicial e´
de novo devido ao acu´mulo de erro nume´rico. Este erro e´ maior neste caso devido a`
inclusa˜o do termo contra-girante, de forma que e´ necessa´rio aumentar a base usada
no processo de diagonalizac¸a˜o do Hamiltoniano 4.1. Nos dois casos, vemos que Wφ
tem o seu ma´ximo no valor de φ± π, associado ao fato das condic¸o˜es iniciais serem
tais que o estado coerente atoˆmico tem uma fase bem localizada ao redor da direc¸a˜o
negativa do eixo x, se pensarmos na representac¸a˜o polar esfe´rica da FWA, a qual
sera´ omitida nessa ana´lise.
No instante onde a ELRA atinge o patamar, vemos que existe uma diferenc¸a
fundamental entre os resultados para as duas C.I., indicadas na Fig. 4.13 usando
c´ırculos cheios. Vemos que para a condic¸a˜o inicial P1, a func¸a˜o Wθ esta´ mais lo-
calizada, conservando um ma´ximo distingu´ıvel para um valor de θ = 0.55π o que
corresponde a 〈Jˆz〉 ≈ −1.89J , embora a forma da func¸a˜o indique que o estado ad-
quiriu probabilidades diferentes de zero para todos os valores de θ. Ja´ no caso da
condic¸a˜o P2, vemos que a situac¸a˜o e´ outra: a func¸a˜o na˜o possui um ma´ximo dis-
tingu´ıvel, e o estado tem aproximadamente a mesma probabilidade de ocupar todos
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os estados do espectro de autoestados |J,M〉.
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Figura 4.13: Func¸o˜es atoˆmicas reduzidas para J = 10.5 e considerando as condic¸o˜es
iniciais localizadas em regio˜es regulares: (a)P1; (b)P2. Os instantes apresenta-
dos sa˜o: tempo inicial (linha cont´ınua); tempo associado ao primeiro ma´ximo da
entropia (linha tracejada); primeiro mı´nimo da entropia (linha tracejada grossa); se-
gundo ma´ximo (c´ırculos); segundo mı´nimo (linha cont´ınua grossa) e patamar (c´ırculo
cheio).
Uma vez que a evoluc¸a˜o de Wφ para as duas condic¸o˜es iniciais apresentam o
mesmo comportamento, Fig. 4.13(a-b) a` direita, conclu´ımos que a diferenc¸a entre os
valores ma´ximos atingidos pela ELRA no patamar e´ devida ao fato da delocalizac¸a˜o
maior na varia´vel θ do estado atoˆmico da FWA associada a` condic¸a˜o inicial P2. Isto e´
porque neste caso a mistura estat´ıstica dos 2J+1 estados e´ melhor atingida do que no
caso P1 (ou, em termos do sistema global, se aproxima mais do estado maximamente
emaranhado). Nos tempos intermedia´rios, a evoluc¸a˜o de Wθ e Wφ mostra como a
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delocalizac¸a˜o ou localizac¸a˜o relativa das FWRA esta´ relacionadas com o processo de
emaranhamento. No instante correspondente ao primeiro ma´ximo da ELRA (linha
tracejada), a delocalizac¸a˜o de Wθ na˜o e´ aprecia´vel quanto a delocalizac¸a˜o na varia´vel
φ. Ja´ para o primeiro mı´nimo (linha tracejada grossa), embora seja nota´vel algum
alargamento de Wθ, vemos que Wφ tem um ma´ximo no quadrante II, e a func¸a˜o e´
mais localizada se comparada com o instante analisado anteriormente. No segundo
ma´ximo (c´ırculos), ocorre tanto o alargamento de Wθ quanto uma delocalizac¸a˜o
maior na varia´vel φ associado ao aumento do emaranhamento,se comparamos com o
instante anterior. Finalmente, no segundo mı´nimo (linha cont´ınua grossa), enquanto
Wθ ganha localizac¸a˜o, Wφ perde e a ERLA diminui. Pore´m, embora o estreitamento
no intervalo de valores de θ e´ maior do que o encontrado para o primeiro mı´nimo, a
delocalizac¸a˜o em φ aumenta com o consequente aumento do grau de emaranhamento.
Lembrando os nossos resultados para a C.I. no toro interno no caso integra´vel,
podemos concluir que a dinaˆmica da FWA indica que o sistema atoˆmico e´ sens´ıvel a`
presenc¸a de caos no ana´logo cla´ssico. Vemos como condic¸o˜es iniciais “protegidas” dos
efeitos do caos, ao estarem localizadas no interior de ilhas regulares, mostram FWA
que se deslocalizam numa taxa menor do que outras localizadas em ilhas menores
e/ou sobre C.I. perto da fronteira entre as ilhas regulares e as regio˜es cao´ticas.
As func¸o˜es Wθ e Wφ para as condic¸o˜es iniciais dentro da regia˜o cao´tica sa˜o apre-
sentadas na Fig. 4.14. No instante inicial, a func¸a˜o Wθ tanto para a condic¸a˜o inicial
C1, Fig. 4.14(a), quanto para a condic¸a˜o inicial C2, Fig. 4.14(b), apresenta ma´ximos
para os valores de θ associados a 〈Jˆz〉 ≈ −0.90J e 〈Jˆz〉 = J respectivamente que
coincidem aproximadamente com os valores usados para preparar o estado inicial.
Para a condic¸a˜o no interior da regia˜o cao´tica C1, Wφ possui um valor ma´ximo para
φ ≈ ±π. No caso da condic¸a˜o inicial C2, Wφ possui valores diferentes de zero para
todo o intervalo de valores de φ, devido ao fato da func¸a˜o estar localizada pratica-
mente sobre o polo norte da esfera de Bloch. Podemos observar o mesmo tipo de
correlac¸a˜o localizac¸a˜o vs. delocalizac¸a˜o nos instantes correspondentes a mı´nimos e
ma´ximos da ELRA, estando principalmente a localizac¸a˜o na varia´vel φ associada
as tentativas do sistema de diminuir o grau de emaranhamento. A diferenc¸a mais
importante no comportamento entre as duas condic¸o˜es iniciais escolhidas tem a ver
com o fato da condic¸a˜o inicial C2 favorecer uma delocalizac¸a˜o muito ra´pida da func¸a˜o
Wθ. Em outras palavras, se o subsistema atoˆmico e´ preparado num estado coerente
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tal que o valor me´dio do operador Jˆz seja aproximadamente igual a J e o campo e´
de tal intensidade que os termos contra-girantes do Hamiltoniano de interac¸a˜o di-
polar se torne importante, o processo de emaranhamento entre os dois subsistemas
e´ muito mais ra´pido que qualquer outro dos casos anteriores.
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Figura 4.14: Func¸o˜es atoˆmicas reduzidas para J = 10.5 e considerando as condic¸o˜es
iniciais localizadas na regia˜o cao´tica: (a)C1 e (b)C2 nos instantes t0 (linha cont´ınua),
t1mx (linha tracejada), t1mn (linha tracejada grossa), t3mx (c´ırculos), t3mn (linha
cont´ınua grossa) e patamar (c´ırculo cheio).
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Cap´ıtulo 5
Concluso˜es.
Neste trabalho, estudamos a dinaˆmica do emaranhamento de dois sistemas bipar-
tites, fechados, onde os estados iniciais do sistema global corresponde a um estado
puro. Sa˜o usadas a func¸a˜o de Husimi e a func¸a˜o de Wigner na ana´lise da dinaˆmica
dos subsistemas e a entropia linear reduzida como medida de emaranhamento. No
primeiro sistema dois osciladores esta˜o acoplados via uma interac¸a˜o bilinear, corres-
ponde a` interac¸a˜o dipolo-dipolo na aproximac¸a˜o de onda girante, e uma interac¸a˜o
na˜o linear, relacionada a` propagac¸a˜o de dois modos de campo eletromagne´tico num
meio tipo Kerr. Encontramos as soluc¸o˜es exatas para o estado global evolu´ıdo ao
considerar treˆs tipos diferentes de estado inicial, e determinamos os efeitos de cada
termo de interac¸a˜o sobre a dinaˆmica do emaranhamento. Quando cada oscilador
e´ preparado inicialmente num estado de Fock, a dinaˆmica do emaranhamento esta´
governada pelo termo bilinear, sendo o efeito da interac¸a˜o na˜o linear apenas uma
contribuic¸a˜o a` fase global do estado do sistema, como e´ visto na Eq.(3.14). O sis-
tema apresenta emaranhamento revers´ıvel com per´ıodo de recoeˆrencia que depende
da frequeˆncia ωλ. E poss´ıvel tambe´m definir um per´ıodo de recorreˆncia do sistema,
τ1, sendo este o tempo no qual o sistema volta ao estado inicial e que corresponde
ao dobro do tempo de recoereˆncia definido antes.
De posse desta soluc¸a˜o, calculamos a evoluc¸a˜o temporal do produto de estados
coerentes. Encontramos que o termo bilinear leva o sistema a novos estados coeren-
tes, e o sistema continua sendo separa´vel e na˜o ha´ emaranhamento. O efeito do termo
biquadra´tico e´ justamente emaranhar os estados, e sa˜o encontradas duas condic¸o˜es
de separabilidade do sistema: a primeira que depende somente do paraˆmetro asso-
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ciado a interac¸a˜o na˜o-linear, onde o per´ıodo de recoereˆncia e´ dado por T1 = π/ωg
e o estado do sistema e´ dado pela Eq.(3.37), e uma segunda condic¸a˜o, Eq.(3.41),
que depende dos paraˆmetros dos estados coerentes iniciais. Esta segunda condic¸a˜o
esta´ associada a` interac¸a˜o bilinear ja´ que define outros instantes onde o estado e´ se-
para´vel que dependem da frequeˆncia ωλ. Nestes tempos, um dos osciladores evolui
ate´ o estado de va´cuo enquanto o estado do segundo oscilador e´ uma superposic¸a˜o
de estados de Fock, Eq.( 3.40). Recorreˆncias podem ser obtidas so´ se as razo˜es ω0/ωg
e ωλ/ωg forem nu´meros racionais e para tempos correspondentes a mu´ltiplos de T1.
No caso da condic¸a˜o inicial dada pelo produto de um estado de Fock e o estado
coerente, vemos que o per´ıodo de recoeˆrencia esta´ associado a` interac¸a˜o bilinear,
sendo este dado por π/2ωλ. Nestes tempos, o sistema evolui ate´ um produto direito
de um estado de nu´mero e uma superposic¸a˜o geral de estados de Fock. Demons-
tramos que as superposic¸o˜es de estados de Fock encontradas como estado de um
dos osciladores no caso do produto |n1〉 ⊗ |α〉 e para a segunda condic¸a˜o de sepa-
rabilidade do produto de estados coerentes, podem ser escritas como superposic¸o˜es
de estados coerentes com o mesmo nu´mero me´dio de fo´tons, que chamaremos de
estados de gato de Schro¨dinger generalizados. O nu´mero de estados coerentes en-
volvidos na superposic¸a˜o depende do valor do paraˆmetro l, o qual depende do valor
das frequeˆncias ωg e ωλ, Eqs.(3.58,3.59). A condic¸a˜o geral para a formac¸a˜o destes
estados, depende basicamente da relac¸a˜o entre as frequeˆncias ωg e ωλ.
Finalmente, o comportamento do processo de emaranhamento foi estudado ana-
lisando o comportamento da entropia linear reduzida e da func¸a˜o de Husimi quando
h¯ → 0. Os nossos resultados nos permitem separar a dinaˆmica dos osciladores
qua´rticos em dois regimes: o primeiro denominado de regime de delocalizac¸a˜o de
fase, que coincide com o aumento mono´tono da entropia linear reduzida e a func¸a˜o
de Husimi se comporta de maneira semelhante a um ensemble de condic¸o˜es iniciais
cla´ssicas [18]. O segundo regime, denominado regime de auto-interfereˆncia, que cor-
responde ao intervalo onde a entropia linear reduzida apresenta oscilac¸o˜es, possuindo
mı´nimos locais para sub-mu´ltiplos do per´ıodo de decoereˆncia e onde a func¸a˜o de Hu-
simi apresenta uma estrutura de pacotes que guardam semelhanc¸a com estados de
superposic¸a˜o de estados coerentes, sendo na verdade estados mistos dos mesmos. O
tempo de ruptura, tr, que separa os dois regimes, apresenta uma dependeˆncia com
o valor da constante de Planck que guarda semelhanc¸a com definic¸o˜es da escala de
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Ehrenfest, ja´ que depois deste tempo sa˜o claros os efeitos da auto-interfereˆncia, de
origem puramente quaˆntico.
Estudamos a dinaˆmica do emaranhamento num segundo sistema bipartite, o ma-
ser de Dicke no Cap´ıtulo 4. Aqui, nos limitamos a estudar o caso de muitos a´tomos
(N ≥ 3), explorando a conexa˜o cla´ssico-quaˆntica no espac¸o de fase. A Func¸a˜o de
Wigner Atoˆmica (FWA), a qual nos permitiu visualizar a dinaˆmica do subsistema
atoˆmico nas coordenadas angulares θ e φ. Ao considerar a interac¸a˜o dipolar na
aproximac¸a˜o de onda girante, os nossos resultados para a FWA e para as func¸o˜es
de Wigner Atoˆmicas Reduzidas (FWAR) mostram que estados coerentes atoˆmicos
centrados num ponto localizado numa o´rbita cuja trajeto´ria cla´ssica e´ muito loca-
lizada no espac¸o de fase do subsistema atoˆmico inibe o processo de emaranhamento
entre campo e a´tomo. A estrutura de toros restringe a regia˜o dispone´vel no espac¸o
de fase, especialmente em θ, o que contribui para que o subsistema mantenha um
certa coereˆncia. Quando escolhidas o´rbitas menos regulares associadas a trajeto´rias
menos localizadas, como as C.I.s perto da borda ou da separatriz de movimento,
o processo de emaranhamento e´ mais ra´pido ja´ que favorecem a delocalizac¸a˜o do
pacote quaˆntico. Explicamos, usando as FWAR, as diferenc¸as entre os valores da
ELRA para cada C.I. escolhida dizendo que este valor esta´ diretamente relacionado
com a delocalizac¸a˜o, tanto nos valores esperados dos operadores Jˆx e Jˆy, associados
ao aˆngulo azimutal φ, quanto sobre o espectro de energia definido pela base |J,M〉,
associado ao aˆngulo polar θ. Nos ma´ximos de ELRA, ha´ sempre uma tendeˆncia a`
delocalizac¸a˜o da func¸a˜o de Wigner enquanto que, nos mı´nimos, ocorrem tentativas
de localizac¸a˜o. Diferenc¸as entre os valores da ELRA quando atinge o patamar po-
dem ser associados a uma maior ou menor delocalizac¸a˜o da FWA, associadas a mais
ou menos estados |J,M〉 participantes. Resultados similares, onde o efeito e´ mais
acentuado, sa˜o encontrados para a FWA no caso quando os termos contra-girantes
da interac¸a˜o dipolar sa˜o inclu´ıdos e o ana´logo cla´ssico do sistema apresenta caos.
Podemos concluir que o processo de ana´lise do estado atoˆmico usando as func¸o˜es
reduzidas Wθ e Wφ demonstrou ser eficiente na hora de explorar aspectos da dinaˆmica
do subsistema, ale´m de facilitar a visualizac¸a˜o dos processos de localizac¸a˜o e delo-
calizac¸a˜o. Ja´ que este tipo de estudo usando uma func¸a˜o de quase-distribuic¸a˜o para
representar a dinaˆmica do sistema no espac¸o de fase, na˜o e´ encontrado na literatura
e podemos dizer que o calculo da func¸a˜o de Wigner atoˆmica e´ a nossa contribuic¸a˜o
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no estudo da conexa˜o cla´ssico-quaˆntica no modelo de Dicke.
Em futuros trabalhos, sera´ interessante estudar os efeitos do contato dos siste-
mas bipartites estudados com um reservato´rio, de maneira que possamos analisar
o processo de decoereˆncia. Os resultados para a func¸a˜o de Wigner apresentados
no Cap´ıtulo 2, calculados usando soluc¸o˜es conhecidas da equac¸a˜o mestra cla´ssica,
mostram como a evoluc¸a˜o das func¸o˜es de quase-probabilidade podem ajudar em
estudos deste tipo. Com relac¸a˜o ao modelo de oscilador qua´rtico, esta´ sendo rea-
lizado um estudo de uma extensa˜o mas “realista” do mesmo em que os paraˆmetros
da interac¸a˜o qua´rtica sejam livres e possam ser ajustadas a esquemas experimentais
propostos na literatura.
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Apeˆndice A
Detalhes na ana´lise do Oscilador
qua´rtico bidimensional.
Neste apeˆndice apresentaremos em maior detalhe alguns ca´lculos cujos resultados
foram usados no decorrer da ana´lise da dinaˆmica do emaranhamento de dois oscila-
dores harmoˆnicos interagindo via uma interac¸a˜o bilinear ale´m de um termo qua´rtico.
Regras de Comutac¸a˜o
Para determinar as propriedades do Hamiltoniano, nos interessa calcular o comuta-









































aˆ†1aˆ2 − aˆ†2aˆ1 − aˆ†1aˆ2 + aˆ†2aˆ1
}
= 0. (A.1)
A.1 Evoluc¸a˜o do produto de estados de nu´mero
Mudanc¸a de Base: Nosso problema consiste em relacionar os estados associados a`
base de operadores aˆk com os estados da base dos operadores Aˆ. Podemos relacionar
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[n1 + n2 − (i + j)]! (i + j)!
2(n1+n2)n1!n2!
×
× |n1 + n2 − (i + j) , (i + j)〉A . (A.2)








ci,j (n1, n2) |n1 + n2 − (i + j) , (i + j)〉A,












Soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Schro¨dinger.
Evolu´ımos explicitamente o estado inicial, Eq.(A.2), encontrando:






ci,j (n1, n2) e
Hˆt











2 |n1 + n2 − (i + j) , (i + j)〉A
= e−ı[ω0t(n1+n2+1)+ωλt(n1+n2)+ωgt(n1+n2+1)
2] ×
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ci,j (n1, n2) e
2ı(i+j)ωλt |n1 + n2 − (i + j) , (i + j)〉A . (A.4)






ci,j (n1, n2) e2ı(i+j)ωλt |n1 + n2 − (i + j) , (i + j)〉A, (A.5)
Podemos re-transformar o estado evolu´ıdo da representac¸a˜o dos operadores “Aˆ” para


























































Multiplicando por uma fase global, ou melhor, incluindo a fase global que depende
da constante de interac¸a˜o, ωg temos:
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O nosso estado de nu´mero evolu´ıdo vai ter a seguinte forma:
|ψ (t)〉 =
[











A.2 Evoluc¸a˜o do produto de estados coerentes
Ca´lculo do trac¸o do quadrado da matriz densidade: A seguir, apresentamos








































































2{1−4 sin2 [ωgt(n−k)]}. (A.12)
Evoluc¸a˜o temporal dos valores me´dios: Nesta escolha particular do estado
inicial, estamos interessados no ca´lculo dos operadores de quadraturas do campo, os



















Usando a Eq.(3.33) e a Eq.(A.13) podemos calcular expresso˜es anal´ıticas para
os valores me´dios. Podemos escrever os valores esperados das quadraturas como〈
Qˆk
〉
(t) = Trk[Qˆk ρˆk(t)] (A.14)
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onde definimos a frequeˆncia associada ao termo na˜o linear como ωg = h¯g. As
expresso˜es contem termos oscilato´rios que produzem o fenoˆmeno de colapsos e res-
surgimentos, similares a`s encontradas nas refereˆncias [72, 73] para tempos corres-
pondentes a mu´ltiplos do per´ıodo de recoereˆncia.
Podemos re-escrever os valores esperados das quadraturas do campo numa notac¸a˜o
mais compacta considerando cada valor esperado como uma componente do vetor
quadridimensional. Definindo este vetor da forma
〈Rˆ〉 =
(
〈Qˆ1〉, 〈Pˆ1〉, 〈Qˆ2〉, 〈Pˆ2〉
)
e usando as matrizes 4× 4, M e Mωλ , definidas como
M[τ ] =

 M [τ ] 0





 cos (ωλt)M [0] sin (ωλt)M [π/2]




M [τ ] =


cos τ sin τ
− sin τ cos τ

 , (A.16)




= A (t)M [τ ]Mωλ [ωλt]R0, (A.17)




sin (2ωgt) + (ω0 + 3ωg) t,
R0 = (q10, p10, q20, p20) , (A.18)
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Finalmente, na Fig. A.1 mostramos os resultados encontrados para o valor esperado
da quadratura Qˆk. O comportamento do valor esperado do operador Pˆk e´ ana´logo
a` quadratura Qˆk, sendo a diferenc¸a entre eles dada apenas pela fase relativa das
oscilac¸o˜es. Excetuando isto, as duas quantidades apresentam o fenoˆmeno de colapsos
e ressurgimentos com per´ıodo igual a T1.













= 2, qk0 = pk0 = 1.0, Λ = 4.0 e h¯ = 1.
Misturas estat´ısticas de gatos de Schro¨dinger.
A continuac¸a˜o, reproduzimos a demonstrac¸a˜o da evoluc¸a˜o do estado separa´vel dos
osciladores acoplados, preparados em estados coerentes, ate´ uma mistura estatistica
de estados de gato de Schro¨dinger, apresentada num apeˆndice da Ref. [79]. Este
ca´lculo foi realizado em sua totalidade por Renato Moreira Angelo, quem permitiu
a inclusa˜o do resultado nesta tese por razo˜es de completeza.
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Reescrevemos a Eq. (3.30) numa notac¸a˜o mais compacta
|ψ(t)〉 = ∑
n,m








onde γk = βke
−ı2ωgt e βk sa˜o func¸o˜es que dependem do tempo. Estamos interessados










onde r e s formam uma frac¸a˜o racional com r < s. Usando a transformada discreta




















Podemos reescrever a Eq.(A.19) nos instantes correspondentes aos submu´ltiplos do


































apcm (η2p) |m〉 . (A.23)
Aqui ηkq = γke
−ı2π q
l = βke






∣∣∣η1q e−ı2πm rs〉 . (A.24)
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Construindo o operador densidade global e trac¸ando sobre as varia´veis associadas
ao segundo oscilador encontramos o seguinte estado de mistura de estados de super-




ξm |Cm〉 〈Cm| (A.25)
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Apeˆndice B
Projec¸o˜es da trajeto´ria cla´ssica no
subespac¸o atoˆmico.
Apresentamos as projec¸o˜es das trajeto´rias sobre o espac¸o de fase para as condic¸o˜es
iniciais usadas na Sec¸a˜o 4.3 e apresentados na Tabela. 4.3. Sa˜o evidentes as di-
ferenc¸as, ja´ que as condic¸o˜es iniciais nas ilhas esta˜o associadas a o´rbitas esta´veis,
Fig. B.1(a), se comparadas com as condic¸o˜es iniciais na regia˜o cao´tica, Fig. B.1(b)
e as trajeto´rias esta˜o mais localizadas no primeiro caso.


























Figura B.1: Projec¸a˜o das o´rbitas cla´ssicas no espac¸o de Spin nas condic¸o˜es iniciais
pertencentes as ilhas principais (a) e a regia˜o cao´tica (b). Linha cont´ınua: toro in-
terno.; Linha cont´ınua fina: o´rbita perio´dica na ilha menor. Para (b) Linha cont´ınua:
c.i. no interior da regia˜o cao´tica; Linha cont´ınua fina: c.i. perto da borda.
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